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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность темы. Начиная с 20–х годов прошлого века и вплоть до
настоящего времени, основное внимание математиков, исследовавших чрез-
вычайно важные для современного нелинейного анализа и приложений ва-
риационные задачи в пространствах Соболева, уделялось задачам на абсо-
лютный экстремум и условный абсолютный экстремум. Здесь можно отме-
тить работы таких авторов, как L. Tonelli, C. B. Morrey, В. М. Тихомиров,
А. В. Фурсиков, B. Dacorogna, J. Ball, I. Fonseca, А. В. Дмитрук, М. И. Зе-
ликин, П. И. Когут, Г. А. Курина и многих других. Однако такой подход
жестко ограничивает класс допустимых интегральных функционалов. Ос-
новную сложность в этом вопросе в случае пространств Соболева W 1,p ,
p ∈ N, над многомерной областью D представляет тот факт, что в них функ-
ционал Эйлера–Лагранжа обладает значительно худшими аналитическими
свойствами, чем в банаховых пространствах типа Ck, что и исключает при-
менение классических методов сильного дифференциального исчисления и
классической теории экстремумов.

Анализ таких задач привел, в частности, к обобщению понятий локаль-
ного экстремума, непрерывности, сильной дифференцируемости, повторной
дифференцируемости и т.д., основанному на переходе к соответствующим
свойствам в шкале подпространств, порожденных абсолютно выпуклыми
компактами. Построенное И. В. Орловым и Е. В. Божонок развитое вари-
ационное исчисление в гильбертовых пространствах Соболева W 1,2 над от-
резком, изучающее компактные экстремумы вариационных функционалов и
их компактно–аналитические свойства, привело к возникновению актуаль-
ной и объемной задачи расширения формализма исследования компактно-
аналитических свойств и вычисления компактных экстремумов на случай
пространств Соболева W 1,p , p ∈ N, над многомерной областью D.

В этой связи, существенный интерес представляет собой исследование
компактно–аналитических свойств вариационных функционалов в простран-
ствах Соболева W 1,p(D), p ∈ N, получение достаточных условий коррект-
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ной определенности, компактной непрерывности, компактной дифференци-
руемости, кратной компактной дифференцируемости функционала Эйлера–
Лагранжа в терминах "K–псевдополиномиальных" интегрантов степени p

сооответствующих классов гладкости. Это дает возможность для компакт-
ных экстремумов вариационных функционалов в пространствах Соболева
W 1,p(D), p ∈ N, расширить класс допустимых интегрантов и получить ана-
логи известных условий локального экстремума вариационных функциона-
лов в банаховых пространствах типа Ck.

Связь работы с научными программами, планами, темами.
Работа выполнялась в рамках госбюджетных тем кафедры алгебры и
функционального анализа Таврического национального университета име-
ни В.И. Вернадского "Проблемы функционального и бесконечномерного
анализа"(2006–2010 гг., номер государственной регистрации 0106U003959),
"Проблемы функционального и бесконечномерного анализа"(2011–2015 гг.,
номер государственной регистрации 0111U000916).

Цель и задачи исследования. Целью диссертации является описание
компактно–аналитических свойств вариационных функционалов и построе-
ние общей теории компактных экстремумов вариационных функционалов в
шкале пространств Соболева W 1,p над многомерной компактной областью
D с липшицевой границей.

Непосредственными заданиями данной работы являются изучение усло-
вий корректной определенности, компактной непрерывности, компактной
дифференцируемости и кратной компактной дифференцируемости вариаци-
онных функционалов в пространствах W 1,p(D), p ∈ N, получение обобщен-
ного уравнения Эйлера–Остроградского, обобщенного необходимого усло-
вия Лежандра, достаточного условия в терминах гессиана подынтегральной
функции сильного компактного экстремума вариационных функционалов в
пространствах Соболева W 1,p , p ∈ N, над многомерной компактной обла-
стью D с липшицевой границей. Применение полученных результатов для
вычисления компактных экстремумов вариационных функционалов в шкале
пространств Соболева W 1,p(D), p ∈ N. Классификация примеров нелокаль-
ных компактных экстремумов в пространствах Соболева W 1,p(D), p ∈ N.

Объект исследования. Вариационные функционалы в шкале про-
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странств Соболева W 1,p , p ∈ N, над многомерной компактной областью D с
липшицевой границей.

Предмет исследования. Компактные экстремумы и компактно–ана-
литические свойства вариационных функционалов в шкале пространств Со-
болеваW 1,p , p ∈ N, над многомерной компактной областью D с липшицевой
границей.

Методы исследования. В данной работе применяются методы функци-
онального анализа, вариационного исчисления и оптимального управления,
дифференциальных уравнений и бесконечномерного математического ана-
лиза.

В частности, методы теории меры и интеграла Лебега, бесконечномерно-
го дифференциального исчисления применялись при изучении компактно–
аналитических свойств вариационных функционалов в шкале пространств
Соболева W 1,p , p ∈ N.

Методы вариационного исчисления и теории дифференциальных уравне-
ний в банаховых пространствах применялись при исследовании обобщенного
уравнения Эйлера–Остроградского, а также получении достаточных и необ-
ходимых условий компактного экстремума вариационных функционалов в
шкале W 1,p , p ∈ N.

Научная новизна полученных результатов. Научная новизна рабо-
ты определяется следующими положениями:

1. Впервые введены классы компактных псевдополиномиальных отбра-
жений Kp(z) и вейерштрассовских псевдополиномиальных отображений
WKp(z),W nKp(z), p ∈ N. Показано, что принадлежность интегранта подхо-
дящему вейерштрассовскому классу гарантирует, соответственно, коррект-
ную определенность, степенную оценку порядка p по соболевской норме
‖y‖W 1,p на любом компакте из данного пространства Соболева, компакт-
ную непрерывность (K–непрерывность), компактную дифференцируемость
(K–дифференцируемость), кратную компактную дифференцируемость (n–
кратнуюK–дифференцируемость) вариационных функционалов в простран-
ствах Соболева W 1,p , p ∈ N, над многомерной компактной областью D с
липшицевой границей.

2. Впервые получены аналоги обобщенного уравнения Эйлера–Ост-
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роградского дляK–экстремалей и необходимого условия Лежандра для ком-
пактного экстремума (K–экстремума) вариационных функционалов в про-
странствах Соболева W 1,p(D), p ∈ N.

3. Впервые получено достаточное условие K–экстремума вариационных
функционалов в W 1,p(D), p ∈ N, в терминах гессиана интегранта.

4. Впервые получена связь компактных и обычных аналитических свойств
вариационных функционалов на шкале пространств Соболева с компактны-
ми вложениями.

5. Как приложение, впервые выделены классы вариационных функциона-
лов, имеющих нелокальный K–экстремум в нуле в пространствах Соболева
W 1,p(D), p ∈ N.

Практическое значение полученных результатов. Диссертация
имеет в основном теоретическое значение. Результаты диссертации расширя-
ют формализм вычисления компактных экстремумов вариационных функ-
ционалов на случай пространств Соболева W 1,p , p ∈ N, над многомерной
компактной областью D с липшицевой границей.

Результаты исследований могут быть использованы в актуальных зада-
чах современного вариационного исчисления и оптимального управления,
имеющих приложения в математической физике, в частности, для расчета
компактных экстремумов в соответствующих задачах механики и физики.

Личный вклад соискателя. Работы [47], [48], [49], [50], [135] опуб-
ликованные по теме диссертации, не имеют соавторов, работы [64], [149]
вышли в соавторстве с научным руководителем И. В. Орловым, рабо-
ты [11], [13], [14], [17] вышли в соавторстве с Е. В. Божонок.

Результаты, опубликованные в работах [50], [11], [13], [17], получены со-
искателем самостоятельно. В работах [47], [48], [49], [135], [64], [149], [14]
И. В. Орлову принадлежит постановка задачи и общий план исследования,
полученные результаты принадлежит соискателю.

Апробация результатов диссертации. Результаты диссертации до-
кладывались на IV Международной конференции молодых ученых по диф-
ференциальным уравнениям и их приложениям имени Я. Б. Лопатинского
(Донецк, Украина, 14–17 ноября 2012 г.); International Conference "Analysis
and mathematical physics"(Kharkiv, Ukraine, June 24–28, 2013); XXI–XXIII
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Крымских осенних математических школах–симпозиумах: КРОМШ–2010,
КРОМШ–2011, КРОМШ–2012, (Ласпи, Крым, Украина, сентябрь 2010–
2012 гг.); Крымской Международной Математической Конференции (Судак,
Украина, 22 сентября–4 октября 2013 г.); XXV Крымская осенняя матема-
тическая школах–симпозиумах: КРОМШ–2014 (Судак, Крым, Россия, 20–
30 сентябрь 2014 г.); семинарах кафедры алгебры и функционального ана-
лиза Таврического национального университета имени В. И. Вернадского;
XXXIX–XXXXIII научных конференциях профессорско–преподавательского
состава Таврического национального университета имени В. И. Вернад-
ского (Симферополь, Украина, 2010–2013 гг.); XIV научной конференции
профессорско–преподавательского состава Запорожского института эконо-
мики и информационных технологий (Мелитополь, Украина, март 2012
г.);VI Всеукраинской научной конференции Мелитопольского государствен-
ного педагогического университета им. Богдана Хмельницкого "Информа-
ционные технологии в образовании"(Мелитополь, Украина, апрель 2014 г.).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 11 на-
учных работах, 9 из которых в изданиях, входящих в список специализиро-
ванных научных изданий МОНУ ([11], [14], [17], [47], [48], [49], [64], [149]), 3
публикаций в сборниках тезисов конференций ([13], [50], [135]).
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ГЛАВА 1

Обзор литературы

Теоретические основы вариационного исчисления были заложены еще
Л. Эйлером и Ж. Лагранжем в XVIII в. Однако, в связи с огром-
ным интересом со стороны самых различных приложений (см., напри-
мер, [28], [85], [89], [160], [168]), вариационное исчисление и оптимальное
управление являются продолжающими активно развиваться разделами ана-
лиза. Можно отметить как классические курсы вариационного исчисле-
ния и теории оптимального управления Н. И. Ахиезера ([5]), И. М. Гель-
фанда ([26]), Л. Э. Эльсгольца ([88]), L. Tonelli ([159]), А. Коша ([46]),
В. М. Алексеева, В. М. Тихомирова, С. Ф. Фомина ([4]), Е. Я. Хрусло-
ва ([133]), М. З. Згуровского и В. С. Мельника ([34]), B. Dacorogna ([112]),
М. И. Зеликина ([36]), так и большое количество современных работ
А. В. Угланова ([80]), А. А. Милютина, А. В. Дмитрука, Н. П. Осмолов-
ского ([55], [140]), H. Attouch, G. Buttazzo, G. Michaille ([97]), L. Carbone,
R. De Arcangelis ([110]), M. S. Aronna, J. F. Bonnans, A. V. Dmitruk,
P. A. Lotito ([96]), A. V. Dmitruk, A. M. Kaganovich ([115]), М. И. Зелики-
на ([35], [38], [39]), C. D’Apice, U. De Maio, P. I. Kogut ([95]), G. Buttazzo,
P. I. Kogut ([108]), P. I. Kogut, G. Leugering ([134]), Г. А. Куриной ([51], [52]).

Отдельное место занимают исследования на экстремум вариационных
функционалов в пространствах Соболева W 1,р , p ∈ N, ([78], [58], [112]). Ос-
новную сложность в этом вопросе составляет тот факт, что в пространствах с
гильбертовой интегральной метрикой основной вариационный функционал
обладает значительно худшими аналитическими свойствами, чем в случае
банаховых пространств типа Ck ([74], [23]). Так, в известной монографии
И. В. Скрыпника ([74]) было показано, что, за исключением вырожденного
случая, функционал Эйлера–Лагранжа не является дважды дифференциру-
емым по Фреше в пространстве СоболеваW 1,2, что исключает в этом случае
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применение классической теории экстремумов. Отметим, что в случае инте-
гральных функционалов в пространстве L2 соответствующее условие полу-
чил М. М. Вайнберг ([22]–[23]).

Таким образом, при рассмотрении вариационных функционалов в про-
странствах W 1,р , p ∈ N, на первый план в исследовании на экстремум вы-
ходят так называемые прямые методы вариационного исчисления (см., на-
пример, B. Dacorogna [111], E. Giusti [126], I. Fonseca, G. Leoni [121]). Так, в
основе теории существования решения задач на абсолютный экстремум ва-
риационного исчисления в пространствах Соболева лежит теорема Л. То-
нелли ([159]), где достаточными условиями абсолютного минимума явля-
ются условие полунепрерывности снизу относительно слабой сходимости и
условие коэрцитивности интегрального функционала. Эти условия, в свою
очередь, по существу эквивалентны условию роста на интегрант и квази-
регулярности (выпуклости интегранта по третьей переменной) в скаляр-
ном случае и квазивыпуклости в векторном случае (см., например, рабо-
ты C.B. Morrey ([142], [143]), N. Meyers ([138]), I. Fonseca, G. Leoni ([121]),
E. Acerbi ([89]), N. Fusco ([122]), G. Buttazzo ([107], [109]), J. M. Ball ([99]–
[101])).

Данный подход исключает использование первой и второй вариации ва-
риационного функционала, однако, достаточно жестко ограничивает класс
допустимых функционалов. Это сделало естественным вопрос о переходе на
новый допустимый уровень гладкости вариационных функционалов в про-
странствах СоболеваW 1,р , p ∈ N, который обеспечил бы уход от выпуклости
и грубой оценки по третьей переменной интегранта. Дальнейшее исследо-
вание экстремальных задач в W 1,р , p ∈ N, привело в работах И. В. Орло-
ва ([61], [62], [67] [148]) к введению понятий компактного экстремума (K–
экстремума), компактной непрерывности (K–непрерывности), компактной
дифференцируемости (K–дифференцируемости) и т.д., основанному на пе-
реходе к соответствующим свойствам в банаховых подпространствах, порож-
денных всеми абсолютно выпуклыми компактами. В работах ([60]–[63], [146]–
[148]) было показано, что в пространстве СоболеваW 1,2 вариационный функ-
ционал обладает свойством повторной компактной дифференцируемости,
кроме того, перенесены на случай K–экстремума классические необходимые
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условия и достаточные условия локального экстремума для функционалов
одной и двух переменных в гильбертовом пространстве.

Далее, в работах Е. В. Божонок и И. В. Орлова ([12], [66]) введе-
но понятие псевдоквадратичного функционала и показано, что требование
псевдокваратичности по y′ интегранта обеспечивает корректную определен-
ность вариационного функционала в пространстве Соболева W 1,2. Введе-
ны вейерштрассовские классы псевдоквадратичных функционалов WK2(z),
W 1K2(z), W 2K2(z) и показано, что попадание интегранта в подходящий
вейерштрассовский класс гарантирует, соответственно, K–непрерывность,
K–дифференцируемость и повторную K–дифференцируемость основного
вариационного функционала в W 1,2. Эти условия оказались более общи-
ми, чем соответствующие классические двусторонние оценки роста ин-
тегранта в W 1,p , p ∈ N, (см., например, работы В. М. Тихомирова и
А. В. Фурсикова ([78]), M. O. Rieger, M. Morini ([141], [152]), X.L. Fan,
D. Zhao ([118], [119]), M. Giaquinta ([123]), В. В. Жикова ([167]), L. Ambrosio,
I. Fonseca, P. Marcellini, L. Tartar ([93]), а также L. Ambrosio, N. Fusco,
D. Pallara ([94]); S. Mosconi, P. Tilli ([144]); N. Sagara ([155])).

В наших работах ([47]–[49]) найденные И. В. Орловым и Е. В. Божонок
условия корректной определенности и компактно–аналитических свойств ва-
риационного функционала в гильбертовом пространстве Соболева W 1,2[a; b]

обобщены на случай произвольного пространства Соболева W 1,p(D), p ∈ N,
над произвольной многомерной компактной областьюD ⊂ RN ,N ∈ N, с лип-
шицевой границей. Введен более обширный класс K–псевдополиномов по-
рядка p и общие классы Вейерштрасса W nKp(z) для случая многомерной
компактной области D, произвольных p ∈ N и n ∈ N.

Вариационное уравнение Эйлера–Лагранжа в одномерном случае и урав-
нение Эйлера–Остроградского в многомерном случае, как необходимое усло-
вие как абсолютного, так и компактного экстремумов вариационных функ-
ционалов в пространствах Соболева были рассмотрены в работах Г. В. Во-
ронцова, А. Н. Кобелькова ([25]), В. М. Тихомирова, А. В. Фурсикова ([78]),
R. Bryant, Ph. Griffiths, D. Grossman ([106]), И. В. Орлова ([58], [147]),
Е. В. Божонок ([12], [104]). В работе Е. В. Божонок ([104]) также иссле-
дована обратная задача об уровне гладкости K–экстремалей в пространстве
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Соболева W 1,2.
В наших работах ([14], [149]) уравнение Эйлера–Остроградского, как

необходимое условие компактного экстремума вариационного функциона-
ла, обобщается на случай произвольного пространства Соболева W 1,p(D),
p ∈ N, над произвольной многомерной компактной областью D ⊂ RN с
липшицевой границей, N ∈ N. Получено обобщенное уравнение Эйлера–
Остроградского для K–экстремалей в пространствах Соболева W 1,р(D),
p ∈ N, сделаны выводы о гладкости K-экстремалей.

Классическая схема исследования на локальный экстремум одномерного
вариационного функционала в пространстве C1, как известно (см. классиче-
ские курсы Л. Э. Эльсгольца ([88]), И. М. Гельфанда ([26])), предполагает
решение уравнения Эйлера–Лагранжа и проверку для найденной экстрема-
ли усиленного условия Лежандра и условия Якоби отсутствия сопряженных
точек для уравнения Якоби.

С помощью компактной техники достаточное условие Лежандра–Якоби в
работах И. В. Орлова, Е. В. Божонок ([16], [146]) удалось перенести на случай
K–экстремума вариационного функционала в пространстве Соболева W 1,2

над отрезком [a; b]. Кроме того, в [10], [147] получено еще одно достаточное
условие K–экстремума вариационного функционала вW 1,2([a; b]) : условие в
терминах гессиана подынтегральной функции.

При переходе к рассмотрению вариационных функционалов в произволь-
ном пространстве Соболева W 1,p(D), p ∈ N, над произвольной многомерной
компактной областью с липшицевой границей D ⊂ RN , N ∈ N, условие Яко-
би отсутствия сопряженной точки трансформируется в условие отсутствия
сопряженной подобласти для уравнения Якоби (см., например, работы C.B.
Morrey [142], М. И. Зеликина [36], [37]).

Последний шаг является наиболее трудоемким. В этой связи, в нашей ра-
боте [17] получено достаточное условие K–экстремума вариационных функ-
ционалов вW 1,p(D), p ∈ N, в терминах гессиана подынтегральной функции.

Наконец, с использованием найденных ранее как необходимых так и до-
статочных условий K–экстремума вариационных функционалов в W 1,p(D),
p ∈ N, где D — компактная область с липшицевой границей в RN , нами
в [11] вычислены нелокальные K–экстремумы некоторых классов вариаци-
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онных функционалов, включая "соболевскую квазинорму" и "обобщенный
квазигармонический осциллятора рассмотрено обобщение этих примеров
на широкие классы псевдоквадратичных интегрантов.
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ГЛАВА 2

Компактно-аналитические свойства вариационных

функционалов в шкале пространств Соболева над

многомерной областью

2.0 Введение. Предварительные сведения

Известно (см., например [74]), что вариационные функционалы в простран-
ствах Соболева, как правило, не обладают обычными аналитическими свой-
ствами. В работах И. В. Орлова и Е. В. Божонок [12], [58], [66], [146] были ис-
следованы общие условия корректной определенности вариационных функ-
ционалов в гильбертовом пространстве Соболева W 1,2([a, b]) = H1([a, b]).
При этом от классической жесткой оценки интегранта |f(x, y, z)| ≤ α + βz2

основного вариационного функционала

Φ(y) =

b∫
a

f(x, y, y′)dx, y(·) ∈ W 1,2([a, b])

был совершен переход к значительно более общему классу псевдоквадратич-
ных по z интегрантов. Было показано, что псевдоквадратичность гаранти-
рует корректную определенность функционала Φ(y) в данном пространстве
Соболева [58]. При этом для интегранта f(x, y, z) одномерного вариацион-
ного функционала, действующего в гильбертовом пространстве Соболева
W 1,2([a, b]), были введены так называемые классы Вейерштрасса WK2(z),
W 1K2(z) и W 2K2(z). Эти классы содержат псевдоквадратичные по z инте-
гранты (f ∈ K2(z)), коэффициенты которых в разложении по степеням пере-
менной z обладают доминантной по z смешанной гладкостью нужного поряд-
ка (см. общее определение доминантной смешанной гладкости в [156]). Оказа-
лось, что попадание интегранта f в подходящий класс Вейерштрасса гаран-
тирует компактную непрерывность (K–непрерывность) и компактную диф-
ференцируемость (K–дифференцируемость) соответствующего порядка для
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вариационного функционала. Заметим, что хотя K–дифференцируемость и
слабее сильной дифференцируемости (она занимает промежуточное место
между дифференцируемостью по Фреше и дифференцируемостью по Гато),
но позволяет решать вариационные экстремальные задачи в пространствах
Соболева [66], [58] с точки зрения компактных экстремумов.

Обзор упомянутых выше результатов приведен в п. 2.1.
В наших работах [47]–[49] найденные указанными авторами условия кор-

ректной определенности и компактно–аналитических свойств вариационного
функционала в гильбертовом пространстве Соболева W 1,2[a; b] обобщены на
случай произвольного пространства Соболева W 1,p(D), p ∈ N, над произ-
вольной многомерной компактной областью D ⊂ RN , N ∈ N, с липшицевой
границей. Эти результаты составляют основное содержание настоящей гла-
вы.

Вначале, в п. 2.2.1 вводится более обширные, чем псевдоквадратичные,
классы K–псевдополиномиальных по z интегрантов порядка p, p ∈ N, для
которых функционал

Φ(y) =

∫
D

f(x, y,∇y)dx, y(·) ∈ W 1,p(D), D ⊂ RN ,

корректно определен (теорема 2.2.6). При этом на компактах из W 1,p(D),
p ∈ N, выполнена полезная степенная оценка вариационного функциона-
ла (2.10), коэффициенты которой зависят от выбора компакта.

Накладывая дополнительное требование доминантной смешанной непре-
рывности для коэффициентовK–псевдополиномиального интегранта поряд-
ка p, p ∈ N, мы переносим условие компактной непрерывности вариацион-
ных функционалов в W 1,2([a; b]) на случай пространств Соболева W 1,р(D)„
p ∈ N, где D — компактная область в RN с липшицевой границей (теоре-
ма 2.2.9). Показано на примере, что компактная непрерывность слабее клас-
сической (п. 2.2.3, предложение 2.2.16).

В пп. 2.2.4–2.2.5 обобщается понятие классов Вейерштрасса W 1K2(z) и
W 2K2(z), введенных ранее для одномерного случая, и вводится понятие
общих классов Вейерштрасса W nKp(z) для случая многомерной компакт-
ной области D с липшицевой границей, произвольных p ∈ N и n ∈ N. До-
казано, вначале в случае n = 1 (теорема 2.2.22), а затем в общем случае
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(теорема 2.2.30), что попадание K–псевдополиномиального интегранта сте-
пени p, p ∈ N, в подходящий класс Вейерштрасса W nKp(z) гарантирует n–
кратнуюK–дифференцируемость вариационного фунционала в соответству-
ющем пространстве Соболева W 1,p(D) и вычисляется n–я K–вариация ва-
риационного функционала. Последнюю теорему можно рассматривать как
основной результат данной главы.

2.1 K–аналитические свойства вариационного функци-

онала в пространстве Соболева W 1,2 над отрезком:

обзор результатов

Напомним некоторые вспомогательные определения. Общие опреде-
ления K–непрерывности, K–дифференцируемости и кратной K–диф-
ференцируемости были введены в [59], [61], [67], [148] в произвольном ве-
щественном полном локально выпуклом пространстве (ЛВП).

Определение 2.1.1. [66] Пусть E — полное вещественное ЛВП, Φ : E → R.
Говорят, что функционал Φ компактно непрерывен (K–непрерывен) (ком-
пактно дифференцируем (K–дифференцируем), дважды компактно диф-
ференцируем (дважды K–дифференцируем) и т.д.) в точке y ∈ E, ес-
ли для любого абсолютно выпуклого компакта C ⊂ E сужение Φ на
(y + spanC), непрерывно (дифференцируемо по Фреше, дважды дифферен-
цируемо по Фреше и т.д.) в точке y относительно нормы ‖ · ‖C в пространстве
EC = spanC, порожденном C.

Далее обозначим через C(E) — систему всех абсолютно выпуклых ком-
пактов в E. Выпишем в явной форме важное для нас в дальнейшем опреде-
ление n–ой K–производной:

(Φ(n−1)(y + hn)− Φ(n−1)(y)) · (h1, . . . hn−1) =

= Φ
(n)
K (y) · (h1, . . . , hn−1, hn) + o(‖h1‖C1

· . . . · ‖hn‖Cn) (2.1)

для любых hi ∈ ECi, Ci ∈ C(E), i = 1, n.
Дальнейшие результаты представляют собой обзор ра-

бот [12], [58], [66], [146], где были исследованы компактно–аналитические
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свойства вариационного функционала в пространстве Соболева W 1,2 над
отрезком.

Приведем определение псевдоквадратичного по z отображения.

Определение 2.1.2. Борелевское отображение f : Ω× Y × Z =: T → F ,
где Ω — компактное пространство с конечной борелевской мерой; Y , Z, F —
вещественные банаховы пространства, называется псевдоквадратичным по z
(f ∈ K2(z)), если f можно представить в виде:

f(x, y, z) = P (x, y, z) +Q(x, y, z) · ‖z‖+R(x, y, z) · ‖z‖2, (2.2)

где для любого компакта C = CY ⊂ Y борелевские отображения P,Q, и R
существенно по x ∈ Ω ограничены на TC = Ω× CY × Z.

Имеет место следующее условие корректной определенности вариацион-
ного функционала в пространстве W 1,2.

Теорема 2.1.3. Пусть Ω = [a; b], E — банахово пространство,
u = f(x, y, z), f : Ω× E2 → R. Тогда при f ∈ K2(z) вариационный функци-
онал Эйлера–Лагранжа

Φ(y) =

∫
Ω

f(x, y, y′)dx (2.3)

определен всюду на W 1,2(Ω, E).

Свойство K–непрерывности функционала (2.3) вW 1,2 требует более силь-
ных условий для f и гильбертова пространства значений для y(·).

Определение 2.1.4. Пусть, в обозначениях определения 2.1.2, f ∈ K2(z) и
непрерывно в Ω× Y × Z по (y, z). Отображение f называется вейерштрас-
совским псевдоквадратичным: f ∈ WK2(z), если представление (2.2) можно
выбрать таким образом, что для любого компакта C = CY ⊂ Y отображения
P , Q и R равномерно непрерывны и ограничены на TC = Ω× CY × Z.

Теорема 2.1.5. Пусть Ω = [a; b], H — вещественное гильбертово прост-
ранство, u = f(x, y, z), f : Ω×H2 → R. Если f ∈ WK2(z), то функционал
Эйлера–Лагранжа (2.3) K–непрерывен всюду на W 1,2(Ω, H).
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Для получения условий K–дифференцируемости функционала (2.3) при-
ведем определение класса W 1K2(z).

Определение 2.1.6. Пусть, в обозначениях определения 2.1.2, f ∈ K2(z)

и непрерывно дифференцируема в Ω× Y × Z по (y, z). Говорят, что отоб-
ражение f принадлежит классу W 1K2(z), если представление (2.2) можно
выбрать таким образом, что для любого компакта C = CY ⊂ Y не только
P,Q, R, но и их градиенты ∇P , ∇Q, ∇R равномерно непрерывны и ограни-
чены на TC .

Тогда имеет место следующая

Теорема 2.1.7. Пусть Ω = [a; b], H — вещественное гильбертово прост-
ранство, u = f(x, y, z), f : Ω×H2 → R. Если f ∈ W 1K2(z), то функционал
Эйлера–Лагранжа (2.3) K–дифференцируем всюду на W 1,2(Ω, H); при этом

Φ′K(y)h =

∫
Ω

[
∂f

∂y
(x, y, y′)h+

∂f

∂z
(x, y, y′)h′

]
dx. (2.4)

Определение 2.1.8. Пусть, в обозначениях определения 2.1.2, f ∈ K2(z)

и дважды непрерывно дифференцируема в Ω× Y × Z по (y, z). Говорят,
что отображение f принадлежит классу W 2K2(z), если представление (2.2)
можно выбрать таким образом, что для любого компакта C = CY ⊂ Y не
только P,Q, R, их градиенты по (y, z) ∇P , ∇Q, ∇R, но и гессианы по (y, z)

H(P ) := Hyz(P ), H(Q) := Hyz(Q), H(R) := Hyz(R) равномерно непрерывны
и ограничены на TC .

При условии попадания интегранта вариационного функционала (2.3)
в класс W 2K2(z) имеет место повторная K–дифференцируемость данного
функционала.

Теорема 2.1.9. Пусть Ω = [a; b], H — вещественное гильбертово прост-
ранство, u = f(x, y, z), f : Ω×H2 → R. Если f ∈ W 2K2(z), то функционал
Эйлера–Лагранжа (2.3) дважды K–дифференцируем всюду на W 1,2(Ω, H);
при этом

Φ′′K(y)(h, k) =

∫
Ω

[∂2f

∂y2
(x, y, y′)(h, k) +

∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)((h′, k) + (h, k′))+
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+
∂2f

∂z2
(x, y, y′)(h′, k′)

]
dx. (2.5)

2.2 K–аналитические свойства вариационных функци-

оналов в пространствах Соболева W 1,р , p ∈ N, над
многомерной областью

2.2.1 K–псевдополиномиальность порядка p ∈ N. Условие кор-
ректной определенности вариационных функционалов

Хорошо известно (см. [78], [99], [143]), что корректная определенность ва-
риационного функционала

Φ(y) =

∫
D

f(x, y,∇y)dx (2.6)

в пространствах Соболева W 1,р(D), p ∈ N, где D — компакт в RN , N ∈ N с
липшицевой границей, обычно тесно связывается с оценкой интегранта

|f(x, y, z)| ≤ α + β‖z‖p, β > 0.

Однако классическое достаточное условие корректной определенности
жестко ограничивает класс допустимых интегрантов. Мы введем здесь
значительно более обширные классы интегрантов, названных K–псев-
дополиномиальными по z порядка p, используя идею доминантной по x, y
смешанной гладкости (см., например, [156]).

Далее, для произвольного вещественного банахова пространства Z обо-
значим через Z∗k — банахово пространство всех k–линейных симметрич-
ных непрерывных вещественных форм, действующих в Z, (z)k = (z, . . . , z︸ ︷︷ ︸

k

),

k ∈ N0, Z∗0 = R.

Определение 2.2.1. Пусть X, Y , Z — вещественные банаховы прост-
ранства; Dx ⊂ X, Dy ⊂ Y , Dz ⊂ Z — открытые области. Функционал
f : Dx ×Dy ×Dz → R назовем K–псевдополиномом порядка p, p ∈ N, если
f допускает представление вида

f(x, y, z) =

p∑
k=0

Rk(x, y, z)(z)k , (2.7)
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где коэффициенты Rk : Dx ×Dy ×Dz → Z∗k , (k = 0, p) — борелевские отоб-
ражения, удовлетворяющие условию доминантной по x, y смешанной ог-
раниченности: для любых компактов Cx ⊂ Dx, Cy ⊂ Dy коэффициенты Rk

ограничены на Cx × Cy ×Dz независимо от выбора z ∈ Dz. В этом случае
примем обозначение: f ∈ Kp(z).

Пример 2.2.2. В случае Z = R имеем Z∗k = R (k = 0, p). Тогда представ-
ление (2.7) примет вид

f(x, y, z) =

p∑
k=0

Rk(x, y, z) · zk .

Пример 2.2.3. В случае Z = RN , N ∈ N, Rk(x, y, z) · (z)k — однородные
K–псевдополиномы k–ого порядка по z = (z1, z2, . . . zN). Тогда представле-
ние (2.7) примет вид

f(x, y, z) =

p∑
k=0

( ∑
k1+...+kN=k

rk(x, y, z)zk1
1 · z

k2
2 . . . zkNN

)
,

что может быть переписано в виде K–псевдополинома

f(x, y, z1, . . . zN) =
∑

k1+...+kN≤p

ak1...kN (x, y, z1, . . . zN)zk1
1 · z

k2
2 . . . zkNN .

Пример 2.2.4. Пусть функционал f сильно дифференцируем p раз по z.
Рассмотрим его многочлен Тейлора p–го порядка по z:

P z
p (x, y, z) =

p∑
k=0

1

k!
· ∂

kf

∂zk
(x, y, z)(z)k , (2.8)

здесь (∂kf/∂zk)(x, y, z) : Dx ×Dy ×Dz → Z∗k , (k = 0, p).
Если частные производные f по z удовлетворяют условию доминантной

по x, y смешанной ограниченности (например, если (∂kf/∂zk) непрерывны
по совокупности переменных и периодичны по z), то многочлен Тейлора (2.8)
является K–псевдополиномом порядка p : P z

p ∈ Kp(z).

Замечание 2.2.5. Представление (2.7) интегранта f можно, не меняя общ-
ности, упростить:

f(x, y, z) = R0(x, y, z) +Rp(x, y, z)(z)p . (2.9)
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Покажем, что K–псевдополиномиальность порядка p интегранта f гаран-
тирует корректную определенность основного вариационного функционала
в соответствующем пространстве Соболева W 1,p(D).

Теорема 2.2.6. Если интегрант f : Dx×Ry×RN
z → R принадлежит клас-

су Kp(z), p ∈ N, где Dx =: D — компактная область в RN
x с липшицевой

границей, то вариационный функционал

Φ(y) =

∫
D

f(x, y,∇y)dx , y(·) ∈ W 1,p(D) , (2.10)

корректно определен всюду в пространстве W 1,p(D), p ∈ N. При этом для
любого компакта C∆ ⊂ W 1,p(D) справедлива следующая оценка по норме
‖y‖:

|Φ(y)| ≤ αC∆
+ βC∆

· ‖y‖pW 1,p (y(·) ∈ C∆) , (2.11)

где коэффициенты αC∆
≥ 0, βC∆

≥ 0 зависят только от выбора компакта
C∆.

Доказательство. Фиксируем y(·) ∈ W 1,р(D) и обозначим Cy = y(D) — ком-
пакт в Ry. Тогда, в соответствии с определением 2.2.1, найдутся такие кон-
станты Mk, k = 0, p , что ∀x ∈ D:

|R0(x, y,∇y)| ≤M0 , ‖Rk(x, y,∇y)‖ ≤Mk , k = 1, p. (2.12)

Используя для f K–псевдополиномиальное представление (2.7), имеем

Φ(y) =

p∑
k=0

∫
D

(
Rk(x, y,∇y) · (∇y)k

)
dx. (2.13)

Используя (2.12), с учетом свойств k–линейных непрерывных форм и нера-
венства Гельдера–Минковского ([66]), имеем:
a) при k = 0,∣∣∣∣∣∣

∫
D

R0(x, y,∇y)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
D

|R0(x, y,∇y)|dx ≤M0 ·mes(D). (2.14)

b) при 1 ≤ k ≤ p,∣∣∣∣∣∣
∫
D

(
Rk(x, y,∇y) · (∇y)k

)
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
D

∣∣(Rk(x, y,∇y) · (∇y)k)
∣∣ dx ≤
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≤
∫
D

(
‖Rk(x, y,∇y)‖ · ‖∇y‖k

)
dx ≤Mk ·

∫
D

‖∇y‖kdx ≤

≤Mk

∫
D

(
‖∇y‖k

) p
k dx

k
p

·

∣∣∣∣∣∣
∫
D

(dx)

∣∣∣∣∣∣
p−k
p

≤Mk [mes(D)]
p−k
p ‖y‖kW 1,p . (2.15)

Из (2.12)–(2.15) получаем:

|Φ(y)| =

∣∣∣∣∣∣
p∑

k=0

∫
D

(
Rk(x, y,∇y) · (∇y)k

)
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

p∑
k=0

∣∣∣∣∣∣
∫
D

(Rk(x, y,∇y) · (∇y)k)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
p∑

k=0

Mk [mes(D)]
p−k
p ‖y‖kW 1,p <∞ .

(2.16)
Таким образом, |Φ(y)| <∞ , т.е. функционал (2.10) корректно определен
всюду на W 1,p(D).

Получим теперь оценку по норме (2.11), коэффициенты которой зависят
лишь от выбора компакта C∆ ⊂ W 1,р(D). В силу компактности C∆ ⊂ W 1,p

множество Cy
∆ = {y(x) | x ∈ D, y(·) ∈ C∆} — компакт. Поскольку коэффи-

циенты Rk(x, y,∇y), представления (2.13) ограничены локально компактно
по x, y и глобально по z, то на множестве D × Cy

∆ × RN
z также выполнены

оценки типа (2.12):

∀x ∈ D : |R0(x, y,∇y)| ≤ M̃0 , ‖Rk(x, y,∇y)‖ ≤ M̃k , 1 ≤ k ≤ p . (2.17)

Воспользовавшись оценками (2.17), где константы M̃k зависят только от вы-
бора компакта C∆ ⊂ W 1,p(D) и оценкой (2.16), мы получаем:

|Φ(y)| ≤ Ã0
C + Ã1

C‖y‖W 1,p + . . .+ Ãp
C‖y‖

p
W 1,p , (2.18)

где коэффициенты Ã0
C , Ã1

C , . . . , Ãp
C — константы, зависящие только от выбо-

ра компакта C∆ ⊂ W 1,p(D). Средние члены (2.18) при малой норме ‖y‖W 1,p

поглощаются увеличением свободного члена Ã0
C → A0

C , а при большoй норме
‖y‖W 1,p поглощаются увеличением старшего коэффициента Ãp

C → Ap
C . Таким

образом мы переходим к оценке (2.11).



23

Итак, K–псевдополиномиальность интегранта вариационных функ-
ционалов в пространствах СоболеваW 1,p(D), p ∈ N, кроме корректной опре-
деленности функционала, гарантирует степенную оценку порядка p по собо-
левской норме ‖y‖W 1,p на любом компакте из данного пространства Соболева.

2.2.2 Классы Вейерштрасса WKp(z), p ∈ N. Условие компактной
непрерывности вариационного функционала

Перейдем к условиям K–непрерывности вариационных функционалов в
пространствах Соболева W 1,p , p ∈ N, над многомерной компактной обла-
стью D с липшицевой границей. С этой целью введем подходящие классы
гладкостиWKp(z) K–псевдополиномиальных интегрантов порядка p, p ∈ N.

Определение 2.2.7. Пусть, в обозначениях определения 2.2.1, функцио-
нал f непрерывен и принадлежит классу Kp(z), p ∈ N. Назовем f вейер-
штрассовским K–псевдополиномом порядка p, p ∈ N (f ∈ WKp(z)), если
коэффициенты Rk в K–псевдополиномиальном представлении (2.7) можно
выбрать таким образом, что они будут удовлетворять условию доминантной
(по x, y) смешанной непрерывности: при любом выборе компактов Cx ⊂ Dx ,
Cy ⊂ Dy коэффициенты Rk (k = 0, p) равномерно непрерывны и ограничены
на Cx × Cy ×Dz (независимо от выбора z ∈ Dz).

В этом случае введем также обозначения для соответствующего класса
доминантной смешанной непрерывности: Rk ∈ WK(z) (k = 0, p). Заметим,
что здесь также представление (2.7) можно заменить упрощенным представ-
лением (2.9) (см. замечание 2.2.5), где R0, Rp ∈ WK(z).

Докажем теперь важную лемму, на которую будет опираться доказатель-
ство последующих теорем о K–непрерывности и K–дифференцируемости
вариационного функционала в W 1,p , p ∈ N.

Лемма 2.2.8. Пусть заданы отображения ϕ : Dx × F1 → R и ψ : Dx → R
(V = ϕ(x, u), y = ψ(x), F1 — банахово пространство) такие, что:
i) ϕ(x, u) = o(‖u‖k), 0 ≤ k ≤ p, при u→ 0 равномерно по x ∈ Dx;
ii) ψ ∈ L1(Dx,R);
iii) отображение χ(h̃) = ϕ(·, h̃) · ψ — непрерывное отображение компакта
C̃ ⊂ Lp(D,F1), 1 ≤ p <∞, в L1(D,R).
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Тогда

∫
Dx

χ(h̃)(x)︷ ︸︸ ︷
ϕ(x, h̃(x)) · ψ(x) dx = o

(
‖h̃‖Lp

)k
при ‖h̃‖Lp → 0, равномерно по h̃ ∈ C̃ .

(2.19)

Доказательство. 1) Ввиду непрерывности отображения χ , множество
χ(C̃) ⊂ L1(D,R) компактно. Поэтому к интегралу (2.19) можно применить
усиленное свойство абсолютной непрерывности интеграла Лебега на функ-
циональном компакте [9]. С этой целью обозначим, для всякого ξ > 0,

Eξ = {x ∈ Dx

∣∣∣ψ(x)| ≤ ξ}, eξ = {x ∈ Dx

∣∣∣ψ(x)| > ξ} .

Поскольку ψ ∈ L1, тоmes(eξ)→ 0 при ξ →∞. Следовательно, согласно упо-
мянутому свойству, найдется такое ξ > 0, для которого:∣∣∣∫

eξ

χ(h̃)dx
∣∣∣ ≤ 1

2

∫
Dx

|χ(h̃)|dx . (2.20)

Поскольку Dx = Eξ ∪ eξ, то из (2.20) легко следует:∣∣∣∫
Dx

χ(h̃)dx
∣∣∣ ≤ 1

1− 1
2

∫
Eξ

|χ(h̃)|dx = 2 ·
∫
Eξ

|χ(h̃)|dx . (2.21)

2) Фиксируем h̃ ∈ C̃, и для произвольного δ > 0 положим:

Eξδ = {x ∈ Eξ

∣∣∣‖h̃(x)‖ < δ} , eξδ = {x ∈ Eξ

∣∣∣‖h̃(x)‖ ≥ δ} .

Очевидно, Eξ = Eξδ

⋃
eξδ . Кроме этого, проверим, что(
‖h̃‖Lp < δ

p+1
p

)
⇒ (mes (eξδ) < δ) . (2.22)

Действительно, допуская противное, имеем:(
‖h̃‖Lp

)p
=

∫
Dx

‖h̃‖pdx ≥
∫
eξδ

‖h̃‖pdx ≥ δp ·mes(eξδ) ≥ δp+1 ,

что противоречит оценке слева в (2.22). Воспользуемся теперь вновь, уже
для интеграла справа в (2.21), усиленным свойством абсолютной непрерыв-
ности интеграла Лебега. С учетом (2.22), найдется такое δ1 > 0, что при всех
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δ ≤ δ1 :

(
‖h̃‖Lp < δ

p+1
p

)
⇒ (mes eξδ < δ)⇒

∫
eξδ

|χ(h̃)|dx ≤ 1

2
·
∫
Eξ

|χ(h̃)|dx

 . (2.23)

Из (2.23), аналогично рассмотренному в п.1) случаю, легко следует:∫
Eξ

|χ(h̃)|dx ≤ 2

∫
Eξδ

|χ(h̃)|dx . (2.24)

3) Фиксируем теперь ε > 0 и, используя свойство i) отображения ϕ, найдем
такое δ(ε) > 0, что при всех ‖u‖ < δ(ε) и x ∈ Dx :

|ϕ(x, u)| ≤ ε · ‖u‖k .

В частности, при x ∈ Eξδ , δ > δ(ε) имеем:

|ϕ(x, h̃(x))| ≤ ε · ‖h̃(x)‖k . (2.25)

4) Наконец, из (2.21), (2.24), (2.25) находим такое δ < δ1(ε) = min(δ1, δ(ε)),
что: ∫

D

|χ(h̃)|dx ≤ 2

∫
Eξ

|χ(h̃)|dx ≤ 4

∫
Eξδ

|χ(h̃)|dx ≤ 4ξ ·
∫
Eξδ

|ϕ(x, h̃)|dx ≤

≤ 4ξε ·
∫
Eξδ

‖h̃‖kdx ≤ 4ξε ·
∫
D

‖h̃‖kdx .

откуда, применяя неравенство Гельдера–Минковского, получаем:∣∣∣∣∣∣
∫
D

ϕ(x, h̃(x)) · ψ(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
[
4ξ · (mes(D))

p−k
p

]
· ε ·

(
‖h̃‖Lp

)k
при ‖h̃‖Lp < (δ1(ε))

p+1
p , h̃ ∈ C . Из последней оценки вытекает утверждение

леммы.

Теорема 2.2.9. Если интегрант f : D × Ry × RN
z → R принадлежит клас-

су WKp(z), p ∈ N, где D — компактная область в RN
x с липшицевой грани-

цей, то вариационный функционал (2.10) K–непрерывен всюду в простран-
стве W 1,p(D), p ∈ N.
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Доказательство. 1) Фиксируем y(·) ∈ W 1,p(D) и произвольный абсолютно
выпуклый компакт C∆ ⊂ W 1,p(D). Воспользуемся каноническим представ-
лением интегранта f :

f(x, y, z) =

p∑
k=0

Rk(x, y, z)(z)k , (2.26)

где коэффициенты Rk : T := D × Ry × RN
z → (RN

z )∗k, согласно условию
f ∈ WKp(z), равномерно непрерывны и ограничены доминантно по x, y (т.е.
локально компактно по x, y и глобально по z). Заметим, что в силу компакт-
ности множества C∆ в пространстве W 1,p(D), множество:

Ky,∆ :=
⋃
h∈C∆

(y + h)(D) (K∆ = K0,∆)

также компактно. Следовательно, на множестве T y,∆ = D ×Ky,∆ × F
(T∆ := T 0,∆) все коэффициенты Rk ограничены и равномерно непрерывны.
Отсюда, в частности, следуют оценки

‖Rk(x, y, z)‖ ≤Mk <∞
(
k = 0, p; (x, y, z) ∈ T y,∆

)
. (2.27)

Подставляя теперь в (2.10) представление (2.26), найдем приращение вари-
ационнного функционала Φ в точке y(·) при h ∈ C∆:

Φ(y + h)− Φ(y) =

∫
D

f(x, y + h,∇y +∇h)dx−
∫
D

f(x, y,∇y)dx =

=

∫
D

(
p∑

k=0

Rk(x, y + h,∇y +∇h)(∇y +∇h)k

)
dx−

−
∫
D

(
p∑

k=0

Rk(x, y,∇y)(∇y)k

)
dx =

=

p∑
k=0

∫
D

∆k︷ ︸︸ ︷[
Rk(x, y + h,∇y +∇h)(∇y +∇h)k −Rk(x, y,∇y)(∇y)k

]
dx .

(2.28)
Фиксируем k и преобразуем выражение ∆k:

∆k = Rk(x, y +∇y, h+∇h) ·

(
k∑
l=0

C l
k(∇y)l(∇h)k−l

)
−Rk(x, y,∇y)(∇y)k =
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=
k−1∑
l=0

C l
kRk(x, y + h,∇y +∇h)(∇y)l(∇h)k−l︸ ︷︷ ︸

Akl

+

+

∆Rk︷ ︸︸ ︷
[Rk(x, y +∇y, h+∇h)−Rk(x, y,∇y)](∇y)k︸ ︷︷ ︸

Bk

. (2.29)

2) Проведем вначале оценку для интегралов от Akl (l = 0, k − 1). Посколь-
ку, ввиду (2.27),

|Akl| ≤Mk · ‖∇y‖l · ‖∇h‖k−l,

то ∣∣∣∣∣∣
∫
D

(
k−1∑
l=0

Akl

)
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
k−1∑
l=0

C l
k ·Mk ·

∫
D

‖∇y‖l · ‖∇h‖k−ldx . (2.30)

Применяя к интегралам справа в (2.30) неравенство Гельдера–
Минковского [58] при p1 = p

k−l , получаем:∣∣∣∣∣∣
∫
D

(
k−1∑
l=0

Akl

)
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
k−1∑
l=0

C l
k ·Mk

∫
D

‖∇h‖p′dx

k−l
p

·

∫
D

‖∇y‖
pl

p−k+ldx


p−k+l
p

≤

≤
k−1∑
l=0

C l
k ·Mk · (‖y‖

W
1,

pl
p−k+l

)l · (‖h‖W 1,p)k−l. (2.31)

Поскольку pl
p−k+l ≤ p, то

‖y‖
W

1,
pl

p−k+l
≤ Nkl · (‖y‖W 1,p) , (2.32)

где Nkl — константы, связывающие соответствующие соболевские нормы.
Окончательно, из (2.31) и (2.32) находим:∣∣∣∣∣∣

∫
D

(
k−1∑
l=0

Akl

)
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
k−1∑
l=0

C l
k ·Mk · (Nkl)

l · (‖y‖W 1,p)l · (‖h‖W 1,p)k−l → 0

при ‖h‖W 1,p → 0, h ∈ C∆ . (2.33)

3) Теперь проведем оценку интегралов от Bk, используя основную лемму.
Имеем ∣∣∣∣∣∣

∫
D

Bkdx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
D

|∆Rk · (∇y)k|dx ≤
∫
D

‖∆Rk‖ · ‖∇y‖kdx,



28

что позволяет, в рамках леммы, положить:

ϕ(x, u) = ‖Rk(x, y(x) + u1,∇y(x) + u2)−Rk(x, y(x),∇y(x))‖ ,

(u = (u1, u2) ∈ Ry × RN
z = F1) ,

ψ(x) = ‖∇y(x)‖k.

Пусть τ(h) = (h,∇h) : W 1,р(D)→ Lp(D,F1), τ — изометрия. Тогда τ(C∆)

— компакт в Lp(D,F1). Проверим выполнение условий основной леммы на
множестве T∆.
i) В силу равномерной непрерывности Rk на множестве T y,∆,
ϕ(x, u) = o(1) = o(‖u‖0) при u = (u1, u2)→ 0, (u1, u2) ∈ τ(C∆), равно-
мерно по x ∈ D.
ii) Функция ψ = ‖∇y‖k ∈ L1(D), ввиду ∇y ∈ Lp, k ≤ p.
iii) Отображение из τ(C∆) в L1(D)

χ(h̃) = ‖Rk(·, y+h,∇y+∇h)−Rk(·, y,∇y)‖·‖∇y‖k (h̃ = (h,∇h) ∈ τ(C∆))

непрерывное ввиду непрерывности и ограниченности Rk и суммируемости
‖∇y‖k. Таким образом, основная лемма применима, откуда∫

D

ϕ(x, h̃)ψ(x)dx =

∫
D

‖∆Rk‖ · ‖∇y‖kdx = o((‖h̃‖Lp)0) = o(1)

при ‖h̃‖Lp = ‖h‖W 1,p → 0 равномерно по h ∈ C∆ . (2.34)

4) Наконец, из тождеств (2.28) и (2.29) и оценок (2.33) и (2.34) получаем:

Φ(y + h)− Φ(y) =

p∑
k=0

k−1∑
l=0

∫
D

Akldx+

p∑
k=0

∫
D

Bkdx→ 0

при ‖h‖W 1,p → 0 , h ∈ C∆ . (2.35)

Поскольку C∆ — компакт в W 1,р(D), то норма ‖ · ‖C∆
мажорирует норму

‖ · ‖W 1,p , поэтому условие (2.35) тем более выполнено при ‖h‖C∆
→ 0. В силу

произвольности выбора C∆, это означает K–непрерывность вариационного
функционала (2.10) в произвольной точке y(·) ∈ W 1,р(D).
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Замечание 2.2.10. Таким образом, K–непрерывность вариационного
функционала (2.10) гарантируется принадлежностью интегранта к клас-
су вейерштрассовских псевдополиномов. Отметим, что в действитель-
ности, в теореме доказано более сильное утверждение — классическая
непрерывность всех сужений функционала (2.10) на подпространства
span(C∆), C∆ ∈ C(W 1,р(D)), с индуцированной топологией. Однако эти под-
пространства, в бесконечномерном случае, незамкнуты, что делает бо-
лее удобным использование именно K–непрерывности (и далее, K–диф-
ференцируемости).

В заключение, проведем более детальное сравнение условия полиноми-
альности (2.7) с классическими оценками роста интегранта вариационного
функционала в пространствах Соболева.

Корректная определенность Φ(y) в W 1,р , p ∈ N, в задачах на абсолют-
ный экстремум либо условный абсолютный экстремум обеспечивается, как
правило степенной оценкой по z сверху:

|f(x, y, z)| ≤ α + β‖z‖p (β > 0). (2.36)

В псевдополиномиальном же случае подобная оценка должна выполнятся
лишь локально компактно по y.

Теорема 2.2.11. Если, в обозначениях теоремы 2.2.6, f ∈ Kp(z), p ∈ N, то
для любого компакта Cy ⊂ Ry справедлива оценка

|f(x, y, z)| ≤ α + β‖z‖p ((x, y, z) ∈ Dx × Cy × RN
z ) , (2.37)

где коэффициенты α ≥ 0, β ≥ 0 зависят только от выбора компакта
Cy ⊂ Ry.

Доказательство. Воспользуемся K–псевдополиномиальным представ-
лением (2.7) интегранта f :

|f(x, y, z)| =

∣∣∣∣∣
p∑

k=0

Rk(x, y, z)(z)k

∣∣∣∣∣ ≤
p∑

k=0

|Rk(x, y, z) · (z)k| ≤

≤
p∑

k=0

sup
x∈Dx,y∈Cy,z∈RNz

‖Rk(x, y, z)‖ · ‖z‖k =:

p∑
k=0

mk · ‖z‖k . (2.38)
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Далее, как уже отмечалось в аналогичной ситуации в доказательстве тео-
ремы 2.2.6, средние члены в оценке (2.38) при ‖z‖ ≤ 1 поглощаются увели-
чением свободного члена m0 → α, а при ‖z‖ > 1 поглощаются увеличением
старшего коэффициента mp → β, что приводит к оценке (2.37).

Рассмотрим два конкретных примера (везде N = 1).

Пример 2.2.12. Интегрант f1(x, y, z) = ey · zp + sin(x+ y + z) локально по
y удовлетворяет двухсторонней оценке:

(y ∈ [m;M ])⇒
(
em|z|p − 1 ≤ f1(x, y, z) ≤ eM |z|p + 1

)
,

при этом глобальная оценка отсутствует.

Пример 2.2.13. Интегрант f2(x, y, z) = ey · zp · sin(xyz) также локально по
y удовлетворяет оценке по модулю:

(y ∈ [m;M ])⇒
(
|f2(x, y, z)| ≤ eM |z|p

)
,

при этом глобальная оценка также отсутствует.

Отметим, что оба рассмотренных примера интегрантов принадлежат
классу WKp(z).

2.2.3 Пример K–непрерывного, но разрывного в обычном смысле
вариационного функционала

Рассмотрим пример интегрального функционала, который в пространстве
W 1,2(D,C), D ⊂ RN являетсяK–непрерывным, но при этом разрывен в нуле
в обычном смысле.

Пример 2.2.14. Пусть u = ϕ(t), t ≥ 0 — произвольная непрерывная вещест-
венная функция, удовлетворяющая следующим условиям:

ϕ(0) = 0; ϕ(t) > 0 при 0 < t < 6π;

ϕ(t) < 0 и убывает при t > 6π;

ϕ(t) = O(t2) при t→ +∞. (2.39)
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Рассмотрим вариационный функционал:

Φ(y) =

∫
D

ϕ

(
N∑
j=1

∣∣∣∣ ∂y∂xj · ln ∂y

∂xj

∣∣∣∣1−δ
)
dx ,

y(·) ∈ W 1,2(D,C), D =
N∏
j=1

[2π; 4π] ⊂ RN . (2.40)

(Здесь ln означает главную ветвь логарифма; при y′ = 0 функция ϕ

доопределяется по непрерывности: ϕ(+0) = 0; δ > 0 достаточно мало,
N · (7π)1−δ > 6π).

Предложение 2.2.15. Функционал (2.40) всюду определен в W 1,2(D,C).

Доказательство. Пусть

∂y

∂xj
= ρj · eiϕj , 0 ≤ ϕj ≤ 2π, (j = 1, N).

Тогда
(

(∂y/∂xj)→ 0

)
⇔
(
ρj → 0

)
, откуда∣∣∣∣ ∂y∂xj · ln ∂y

∂xj

∣∣∣∣ = ρj · eiϕj (ln ρj + iϕj) ≤ ρj (| ln ρj|+ 2π)→ 0

(j = 1, N) при ∇y → 0.

Следовательно, функция

ϕ

(
N∑
j=1

∣∣∣∣ ∂y∂xj · ln ∂y

∂xj

∣∣∣∣1−δ
)

(2.41)

ограничена, а значит и суммируема на множествах вида {x ∈ D
∣∣∣ ‖∇y‖ ≤ c}

при достаточно малых c > 0.
При достаточно большом ρj (j = 1, N) используем оценку∣∣∣∣ ∂y∂xj · ln ∂y

∂xj

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ ∂y∂xj
∣∣∣∣1−δ (j = 1, N).

Отсюда ∣∣∣∣∣ϕ
(

N∑
j=1

∣∣∣∣ ∂y∂xj · ln ∂y

∂xj

∣∣∣∣1−δ
)∣∣∣∣∣ <
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<

∣∣∣∣∣ϕ
(

N∑
j=1

∣∣∣∣ ∂y∂xj
∣∣∣∣1−δ2

)∣∣∣∣∣ = O(‖∇y‖) = O(‖∇y‖2) при ∇y →∞,

и поскольку (∂y/∂xj) ∈ L2(D) (j = 1, N), то функция (2.41) суммируема на
множествах вида {x ∈ D

∣∣∣ ‖∇y‖ ≥ C} при достаточно больших C > 0.

Поскольку на множествах вида {x ∈ D
∣∣∣ c ≤ ‖∇y‖ ≤ C} функция (2.41)

ограничена, то приходим к суммируемости этой функции на D при любой
y(·) ∈ W 1,2(D,C).

Теперь проверим K–непрерывность всюду и отсутствие обычной непре-
рывности в нуле.

Предложение 2.2.16. Функционал (2.40) K–непрерывен наW 1,2(D,C), од-
нако не является непрерывным в обычном смысле в нуле.

Доказательство. По теореме 2.2.9 о K–непрерывности вариационного
функционала [47], нам необходимо проверить принадлежность подинтег-
ральной функции

f(x, y,∇y) = ϕ

(
N∑
j=1

∣∣∣∣ ∂y∂xj · ln ∂y

∂xj

∣∣∣∣1−δ
)
,

определенной на D × C× CN , к классу псевдоквадратичных функций по z.
Из равенств

lim
|zj |→∞

|zj ln zj|1−δ =∞ (j = 1, N)

следует

∀ ε0 ∃ δ0

(
|zj| > δ0 (j = 1, N)

)
⇒

(
N∑
j=1

|zj ln zj|1−δ > ε0

)
.

Фиксировав ε0 и подходящее δ0, выберем разложение единицы в C:

1 = ψ1(z) + ψ2(z), где 0 ≤ ψ1(z) ≤ 1, 0 ≤ ψ2(z) ≤ 1,

supp ψ1(z) ⊂ (|zj| ≤ δ0) , suppψ2(z) ⊂ (max(|zj|) ≥
δ0

N
), j = 1, N,

ψ1(z), ψ2(z) равномерно непрерывны в CN . Имеем

f(z) = f(z)[ψ1(z)+ψ2(z)] = f(z)ψ1(z)+
f(z)ψ2(z)∑N

j=1 |zj|2
·‖z‖2 = R0(z)+R1(z)·‖z‖2.
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Здесь функция R0(z) равномерно непрерывна и ограничена, в силу непре-
рывности и компактности носителя suppR0(z) ⊂ suppψ1(z); функция R1(z)

равномерна непрерывна, т.к. R1(z) ≤ N2

δ2
0
· f(z) · ψ2(z) в силу

∑N
j=1 |zj|2 ≥

δ2
0

N2 .
Далее,

|R1(z)| =
|ϕ(
∑N

j=1 |zj ln zj|1−δ)|
(
∑N

j=1 |zj ln zj|1−δ)2
·

(
∑N

j=1 |zj ln zj|1−δ)2∑N
j=1 |zj|2

· |ψ2(z)| ≤

≤M ·

(
(
∑N

j=1 |zj ln zj|1−δ)2∑N
j=1 |zj|2

)
→ 0 при z →∞.

Отсюда R1(z) равномерно непрерывна и ограничена. Таким образом,
f ∈ WK2(z), откуда функционал K–непрерывен.

Теперь докажем, что функционал (2.40) не является непрерывным в обыч-
ном смысле. Фиксируем k ∈ Z и положим

y(x) =
ε√

2π(k2 + 1)
·

N∑
j=1

eikxj , ε > 0.

Отсюда
∂y

∂xj
(x) ln

∂y

∂xj
(x) =

=
εk · eikxj√
2π(k2 + 1)

·

(
ln

εk√
2π(k2 + 1)

+ i(kxj +
π

2
)

)
(j = 1, N). (2.42)

Тогда∣∣∣∣ ∂y∂xj (x) ln
∂y

∂xj
(x)

∣∣∣∣ ≥ ε|k|√
2π(k2 + 1)

·

(
(2|k|π − π

2
)−

∣∣∣∣∣ln ε|k|√
2π(k2 + 1)

∣∣∣∣∣
)
.

Рассмотрим функцию λ(t) = t ((2|k|π − π/2) + ln t) для |k| ≥ 2.
Производная λ′(t) = (2|k|π − π/2) + ln t+ 1 положительна, если
ln t > π/2− 2|k|π − 1, т.е. t > eπ/2−2|k|π−1.
В нашем случае

t =
ε|k|√

2π(k2 + 1)
,

т.е. для λ′(t) > 0 необходимо, чтобы

ε >
eπ/2−1

√
2π(k2 + 1)

e2|k|π|k|
,
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при этом функция λ(t) будет возрастающей.
Положим

ε−k =
eπ/2−1

√
2π(k2 + 1)

e2|k|π|k|
≤

2
√

2π(k2 + 1)

2|k|π · |k|
=

√
2π(k2 + 1)

πk2
<

9
√

2π(k2 + 1)

2k2
.

Таким образом, для

ε > ε−k =
9
√

2π(k2 + 1)

2k2

функция λ(t) возрастает, кроме того оценка снизу модуля выражения (2.42)
дает: ∣∣∣∣ ∂y∂xj (x) ln

∂y

∂xj
(x)

∣∣∣∣ ≥ 9

2|k|
·
(

(2|k|π − π

2
)−

∣∣∣∣ln 9

2|k|

∣∣∣∣) >

>
9

2|k|
·
(

(2|k|π − π

2
)− ln

2|k|
9

)
>

>
9

2|k|
·
(

(2|k|π − π

2
)− 2|k|

9

)
> 7π, для |k| ≥ 5 (j = 1, N).

Тогда ∣∣∣∣∂yk∂xj
(x) ln

∂yk
∂xj

(x)

∣∣∣∣ > (7π)1−δ (j = 1, N)

для

yk(x) = ε−k · (
N∑
j=1

eikxj/
√

2π(k2 + 1))→ 0

при |k| → ∞ в W 1,2(D,C).
Отсюда

ϕ

(
N∑
j=1

∣∣∣∣∂yk∂xj
(x) ln

∂yk
∂xj

(x)

∣∣∣∣1−δ
)
≤ ϕ(N · (7π)1−δ) := −m < 0

п.в. на D для каждого фиксированного k ∈ Z, и, следовательно,

Φ(yk) =

∫
D

ϕ

(
N∑
j=1

∣∣∣∣∂yk∂xj
(x) ln

∂yk
∂xj

(x)

∣∣∣∣1−δ
)
dx ≤ −m(2π)N

для yk(x)→ 0 вW 1,2(D,C), т.е. функционал (2.40) не является непрерывным
в нуле в обычном смысле.
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2.2.4 Классы Вейерштрасса W 1Kp(z), p ∈ N. Условие K–диффе-
ренцируемости вариационных функционалов

Здесь мы переходим от введенных ранее начальных классов Вейерштрасса
WKp(z), p ∈ N, к следующим классамW 1Kp(z)„ p ∈ N, попадание интегран-
та в которые гарантирует K–дифференцируемость вариационных функцио-
налов в пространствах Соболева W 1,p(D), p ∈ N.

Определение 2.2.17. Пусть, в обозначениях определения 2.2.1, функцио-
нал f непрерывен и принадлежит классу Kp(z), p ∈ N. Назовем f вейер-
штрассовским K–псевдополиномом по z порядка p класса W 1Kp(z), p ∈ N,
если коэффициенты Rk в K–псевдополиномиальном представлении (2.7)
можно выбрать таким образом, что они будут удовлетворять условию доми-
нантной (по x, y) смешанной гладкости первого порядка: при любом выборе
компактов Cx ⊂ Dx , Cy ⊂ Dy отображения Rk вместе с градиентами ∇yzRk

(k = 0, p) равномерно непрерывны и ограничены на Cx × Cy ×Dz (незави-
симо от выбора z ∈ Dz).

Здесь также введем обозначения для соответствующих классов доми-
нантной смешанной гладкости первого порядка: Rk ∈ W 1

K(z) (k = 0, p).
Приведем простейший пример.

Пример 2.2.18. Пусть f(z) = Rp(z) · (z)p, z ∈ RN , p ∈ N, причем Rp ∈ C1

и
lim
z→∞

Rp(z) = lim
z→∞

R′p(z) = 0

Тогда Rp и R′p — непрерывные функции с нулевыми пределами на беско-
нечности, откуда следует их равномерная непрерывность и ограниченность
глобально по z. Следовательно, f ∈ W 1Kp(z).
Очевидное обобщение:

f(x, y, z) = Rp(x, y, z) · (z)p, z ∈ RN , p ∈ N ,

где Rp ∈ C1 и
lim
z→∞

Rp(x, y, z) = lim
z→∞
∇yzRp(x, y, z) = 0

локально по x, y.
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Отметим, что в определении 2.2.17, как и в случае классов Kp(z) и
WKp(z), можно ограничиться представлением вида

f(x, y, z) = R0(x, y, z) +Rp(x, y, z) · (z)p
(
R0, Rp ∈ W 1

K(z)
)
.

Приведем примеры интегрантов класса W 1Kp(z) .

Пример 2.2.19. Пусть

f(x, y, z) =

p∑
k=0

Rk(x, y)(z)k, где Rk ∈ C1
xy (k = 0, p) .

Тогда независимость Rk от z автоматически влечет Rk ∈ W 1
K(z), откуда

f ∈ W 1Kp(z).

Пример 2.2.20. Обобщим предыдущий пример. Пусть

f(x, y, z) =
∑
k∈χ

Rk(x, y)(z)k +
∑
k′∈χ′

Rk′(x, y, z)(z)k
′
, (χ∪̇χ′ = 0, p)

где Rk ∈ C1
xy при k ∈ χ, Rk′ ∈ W 1

K(z) при k′ ∈ χ′. Тогда f ∈ W 1Kp(z).

Пример 2.2.21. Пусть

f(x, y, z) =

p∑
k=0

ϕk

t︷ ︸︸ ︷
(rk(x, y, z))(z)k ϕk ∈ C1

t , rk ∈ W 1
K(z) .

Тогда, очевидно, Rk = ϕk(rk) ∈ WK(z), ∇yzRk = dϕk
dt ∈ WK(z) и

∇yzrk ∈ WK(z), откуда f ∈ W 1Kp(z).

Докажем теперьK–дифференцируемость в пространствеW 1,р(D) , p ∈ N,
вариационного функционала с интегрантом из класса W 1Kp(z), p ∈ N. В
доказательстве мы вновь будем опираться на основную лемму 2.2.8.

Теорема 2.2.22. Если интегрант f : D × Ry × RN
z → R принадлежит

классу W 1Kp(z), p ∈ N, где D — компактная область в RN
x с липшицевой

границей, то вариационный функционал (2.10) K–дифференцируем всюду в
пространстве W 1,p(D), p ∈ N. При этом сохраняется классическая форму-
ла для первой K–вариации, т.е.

Φ′K(y) · h =

∫
D

[
∂f

∂y
(x, y,∇y) · h+

∂f

∂z
(x, y,∇y) · ∇h

]
dx

(
h ∈ W 1,р(D)

)
.

(2.43)
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В обозначениях K–псевдополиномиального представления (2.7) интегран-
та f равенство (2.43) принимает вид

Φ′K(y) · h =

∫
D

( p∑
k=0

[
∇yzRk(x, y,∇y) · (h,∇h) · (∇y)k+

+k ·Rk(x, y,∇y) · (∇y)k−1 · ∇h
])
dx. (2.44)

Доказательство. 1) Фиксируем y(·) ∈ W 1,р(D) и произвольный абсолют-
но выпуклый компакт C∆ в данном пространстве. Воспользуемся K–псев-
дополиномиальным представлением (2.7) для интегранта f :

f(x, y, z) =

p∑
k=0

Rk(x, y, z)(z)k,
(
Rk : T = Dx × Ry × RN

z → (RN
z )∗k
)
, (2.45)

где, для коэффициентов Rk, согласно условию f ∈ W 1Kp(z), джеты первого
порядка (Rk,∇yzRk) равномерно непрерывны и ограничены в T локально по
x, y и глобально по z (т.е. доминантно по x, y).

Как уже отмечалось(в аналогичной ситуации) в доказательстве теоре-
мы 2.2.9, в силу компактности множества y + C∆, числовое множество

Ky,∆ :=
⋃
h∈C∆

(y + h)(D)

есть компакт. Следовательно, на множестве T y,∆ = D ×Ky,∆ × RN
z ,

(T∆ := T 0,∆) все джеты (Rk,∇yzRk) ограничены и равномерно непрерывны.
Отсюда, в частности, следуют оценки:∣∣Rk(x, y, z) · (ζ)k

∣∣ ≤Mk0 <∞,
(
k = 0, p; (x, y, z) ∈ T y,∆, ζ ∈ RN

z

)
,

‖∇yzRk(x, y, z) · (h,∇h)‖ ≤Mk1 <∞,
(
k = 0, p; (x, y, z) ∈ T y,∆, h ∈ C∆

)
.

(2.46)
Воспользуемся представлениями (2.26)–(2.29) из нашего доказательства тео-
ремы о K–непрерывности:

Φ(y+h)−Φ(y) =

∫
D

f(x, y+h,∇y+∇h)dx−
∫
D

f(x, y,∇y)dx =

p∑
k=0

∫
D

∆kdx,

(2.47)
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где

∆k =
k−1∑
l=0

C l
kRk(x, y + h,∇y +∇h) · (∇y)l · (∇h)k−l+

+[Rk(x, y + h,∇y +∇h)−Rk(x, y,∇y)] · (∇y)k . (2.48)

Преобразуем последнее выражение учитывая, что

Rk(x, y + u1, z + u2)−Rk(x, y, z) =

= ∇yzRk(x, y, z) · (u1, u2) + rk(x, y, z;u1, u2) · (u1, u2) , (2.49)

где ‖rk(x, y, z;u1, u2)‖ → 0 при ‖(u1, u2)‖ → 0 равномерно по
(x, y + u1, z + u2) ∈ T y,∆.

Таким образом подставляя (2.49) в (2.48) и выделяя в (2.48) последний
член суммы (при k ≥ 2), получаем:

∆k =
k−2∑
l=0

C l
kRk(x, y + h,∇y +∇h) · (∇y)l · (∇h)k−l︸ ︷︷ ︸

Akl

+

+ k[Rk(x, y + h,∇y +∇h)−Rk(x, y,∇y)] · (∇y)k−1 · (∇h)︸ ︷︷ ︸
Bk

+

+∇yzRk(x, y,∇y) · (h,∇h) · (∇y)k︸ ︷︷ ︸
Ck

+ rk(x, y,∇y;h,∇h) · (h,∇h) · (∇y)k︸ ︷︷ ︸
Dk

+

+ kRk(x, y,∇y) · (∇y)k−1 · (∇h)︸ ︷︷ ︸
Ek

. (2.50)

Теперь дадим оценку интегралов от каждого из слагаемых в этом выра-
жении.
2) Используем оценку (2.33) для интегралов от Akl (l = 0, k − 2) полученную
в нашем доказательстве теоремы о K–непрерывности 2.2.9:∣∣∣∣∣∣
∫
D

(
k−2∑
l=0

Akl

)
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
k−2∑
l=0

C l
k ·Mk0 ·

∫
D

(‖∇y‖W 1,p)l · (‖∇h‖W 1,p)k−ldx . (2.51)

Применяя к интегралам справа в (2.51) неравенство Гельдера–Минковского
при pkl = p

k−l , получаем∣∣∣∣∣∣
∫
D

(
k−2∑
l=0

Akl

)
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
k−2∑
l=0

C l
k ·Mk0 ·

∫
D

‖∇h‖p
k−l

p

·

∫
D

‖∇y‖


p−k+l
p

≤
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≤
k−2∑
l=0

C l
k ·Mk0 · (Np

kl)
l · (‖y‖W 1,p)l · (‖h‖W 1,p)k−l , (2.52)

где Np
kl — константы, связывающие соболевские нормы (с учетом lp

p−k+l):

‖y‖
W

1,
pl

p−k+l
≤ Np

kl · ‖y‖W 1,p . (2.53)

Из (2.52) следует∣∣∣∣∣∣
k−2∑
l=0

∫
D

Akldx

∣∣∣∣∣∣ = o (‖h‖W 1,p) при ‖h‖W 1,p → 0, h ∈ C∆ . (2.54)

3) Проведем оценку интеграла от Bk в (2.50) с помощью основной лем-
мы 2.2.8. Имеем, прежде всего:∣∣∣∣∣∣
∫
D

Bkdx

∣∣∣∣∣∣ ≤ k ·
∫
D

‖
∆Rk︷ ︸︸ ︷

Rk(x, y + h,∇y +∇h)−Rk(x, y,∇y) ‖·‖∇y‖k−1 ·‖∇h‖dx .

Это позволяет, в рамках леммы 2.2.8, положить

ϕ(x;u) = ‖Rk(x, y(x) + u1,∇y + u2)−Rk(x, y,∇y)‖ · ‖u2‖,

(u = (u1, u2) ∈ Ry × RN
z = F1)

ψ(x) = k · ‖∇y(x)‖k−1 .

Проверим выполнение условий основной леммы.
i) В силу равномерной непрерывности Rk на множестве T y,∆ ,

ϕ(x;u) = o(‖u2‖) = o(‖(u1, u2)‖) при ‖u‖ = ‖(u1, u2)‖ → 0

равномерно по x ∈ D, u ∈ J(C∆) .
ii) Функция ψ(x) = k · ‖∇y(x)‖k−1 ∈ L1(D,R), ввиду ∇y ∈ Lp и k − 1 ≤ p .
iii) Отображение из J(C∆) в L1(D,R) (далее h̃ = (h,∇h) ∈ J(C∆))

χ(h̃) = ‖Rk(·, y + h,∇y +∇h)−Rk(·, y,∇y)‖ · ‖∇y‖k−1 · ‖∇h‖

непрерывно, ввиду непрерывности и ограниченности Rk, непрерывности
отображения h̃ 7→ ‖∇h‖ и суммируемости произведения ‖∇y‖k−1 · ‖∇h‖. Та-
ким образом, основная лемма 2.2.8 применима, откуда∣∣∣∣∣∣

∫
D

Bkdx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
D

ϕ(x, h̃) · ψ(x)dx = k

∫
D

‖∆Rk‖ · ‖∇y‖k−1 · ‖∇h‖dx =
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= o(‖(h,∇h)‖Lp) = o(‖h‖W 1,p) (2.55)

при ‖h‖W 1,p → 0, h ∈ C∆.
4) Теперь проведем оценку интеграла от Ck в (2.50) с помощью неравенства
Гёльдера–Минковского. Имеем, используя оценку (2.45):∣∣∣∣∣∣
∫
D

Ckdx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
D

|∇yzRk(x, y,∇y) · (h,∇h)| · ‖∇y‖kdx ≤Mk1 ·
∫
D

‖∇y‖kdx ≤

≤Mk1 · (mesD)
p−k
p · (‖∇y‖Lp)k ≤ [Mk1 ·mesD]

p−k
p · (‖y‖W 1,p)k <∞ .

Таким образом,
∫
D

Ckdx — ограниченный линейный функционал от h на под-

пространстве span(C∆) относительно нормы ‖ · ‖C∆
. В силу произвольности

выбора C∆ ∈ C(W 1,р(D)), это означает K–непрерывность функционала∫
D

Ckdx, что, ввиду его линейности, равносильно его обычной непрерывно-

сти в пространстве W 1,р(D).
5) Проведем оценку интеграла от

∫
D

Ekdx в (2.50) с помощью основной лем-

мы 2.2.8. Имеем, прежде всего:∣∣∣∣∣∣
∫
D

Dkdx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
D

|rk(x, y,∇y;h,∇h) · (h,∇h)| · ‖∇y‖kdx .

Заметим также, что, ввиду непрерывной дифференцируемости Rk и ком-
пактности C∆,

|rk(x, y,∇y;h,∇h)| = o(‖(h,∇h)‖) (2.56)

равномерно по x ∈ D. Это позволяет, в рамках леммы, положить

ϕ(x;u) = |rk(x, y,∇y;u1, u2) · (u1, u2)|, (u = (u1, u2) ∈ Ry × RN
z = F1) ,

ψ(x) = ‖∇y(x)‖k .

Проверим выполнение условий основной леммы 2.2.8.
i) Из оценки (2.56) следует непосредственно

ϕ(x;u) = o(‖u‖) при ‖u‖ → 0

равномерно по x ∈ D .
ii) Функция ψ(x) = ‖∇y(x)‖k ∈ L1(D,R), ввиду ∇y ∈ Lp и k ≤ p.
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iii) При h̃ = (h,∇h) ∈ J(C∆) отображение из J(C∆) в L1(D,R)

χ(h̃) = |rk(·, y,∇y;h,∇h) · (h,∇h)| · ‖∇y‖k (2.57)

непрерывно, ввиду непрерывности и ограниченности первого сомножителя
справа в (2.57) и суммируемости второго сомножителя. Таким образом, ос-
новная лемма 2.2.8 применима, откуда∣∣∣∣∣∣
∫
D

Dkdx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
D

ϕ(x, h̃) ·ψ(x)dx =

∫
D

|rk(x, y,∇y;h,∇h) · (h,∇h)| · ‖∇y‖kdx =

= o(‖(h,∇h)‖Lp) = o(‖h‖W 1,p) (2.58)

при ‖h‖W 1,p → 0, h ∈ C∆ .
6) Наконец, оценим интеграл от Ek в (2.50), используя первую оцен-
ку в (2.46) и неравенство Гельдера–Минковского. Имеем, учитывая
‖∇h‖ · ‖∇y‖k−1 ∈ L1 :∣∣∣∣∣∣

∫
D

Ekdx

∣∣∣∣∣∣ ≤ k

∫
D

‖Rk(x, y,∇y)‖ · ‖∇y‖k−1 · ‖∇h‖dx ≤

≤ k ·Mk0 ·
∫
D

‖∇y‖k−1 · ‖∇h‖dx ≤ k ·Mk0 · ‖∇h‖Lp · (‖∇y‖)
k−1 ≤

≤
[
k ·Mk0 · ‖y‖k−1

W 1,p

]
· ‖h‖W 1,p .

Таким образом,
∫
D

Ekdx — ограниченный линейный функционал от h на под-

пространстве span(C∆) относительно нормы ‖ · ‖W 1,p , и тем более, относи-
тельно нормы ‖ · ‖C∆

. Отсюда, аналогично п. 4) доказательства, вытекает
K–непрерывность функционала

∫
D

Ekdx , что ввиду его линейности равно-

сильно его обычной непрерывности в пространстве W 1,р(D).
7) Итак, из полученных оценок (2.54)–(2.58) и результатов пп. 4), 6) доказа-
тельства вытекает

Φ(y + h)− Φ(y) =

p∑
k=0

∫
D

∆kdx =

=

∫
D

( p∑
k=0

[
∇yzRk(x, y,∇y) · (h,∇h) · (∇y)kdx+
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+k ·Rk(x, y,∇y) · (∇y)k−1 · ∇h
])
dx+ o(‖h‖W 1,p) , (2.59)

где интегральный функционал справа в (2.59) непрерывен. Поскольку, ввиду
компактности C∆ , норма ‖ · ‖C∆

мажорирует норму ‖ · ‖W 1,p в span(C∆), то
малый член справа в (2.59) есть o(‖h‖C∆

) .
Таким образом, суммируя равенства (2.59) по k = 0, p , мы приходим к

K–дифференцируемости Φ и равенству (2.44):

Φ′K(y)h =

∫
D

( p∑
k=0

[
∇yzRk(x, y,∇y) · (h,∇h) · (∇y)kdx+

+k ·Rk(x, y,∇y) · (∇y)k−1 · ∇h
])
dx . (2.60)

8) Покажем, наконец, что равенство (2.60) можно преобразовать к стан-
дартному виду (2.43). Из K–псевдополиномиального представления (2.45)
получаем:

∂f

∂y
(x, y,∇y) · h =

∂R0

∂y
(x, y,∇y) · h+

p∑
k=1

∂Rk

∂y
(x, y,∇y) · h · (∇y)k ;

∂f

∂z
(x, y,∇y) · ∇h =

∂R0

∂z
(x, y,∇y) · ∇h+

+

p∑
k=1

[
∂Rk

∂z
(x, y,∇y) · ∇h · (∇y)k + k ·Rk(x, y,∇y) · ∇h · (∇y)k−1

]
;

отсюда следует

∇yzf(x, y,∇y) · (h,∇h) =
∂f

∂y
(x, y,∇y) · h+

∂f

∂z
(x, y,∇y) · ∇h =

=

[
∂R0

∂y
(x, y,∇y) · h+

∂R0

∂z
(x, y,∇y) · ∇h

]
+

p∑
k=1

[(∂Rk

∂y
(x, y,∇y) · h · (∇y)k+

+
∂Rk

∂z
(x, y,∇y) · ∇h · (∇y)k

)
+ k ·Rk(x, y,∇y) · ∇h · (∇y)k−1

]
=

∇yzR0(x, y,∇y) · (h,∇h) +

p∑
k=1

[
∇Rk(x, y,∇y) · (h,∇h) · (∇y)k+

+k ·Rk(x, y,∇y) · ∇h · (∇y)k−1
]

=

p∑
k=0

[
∇Rk(x, y,∇y) · (h,∇h) · (∇y)k+
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+k ·Rk(x, y,∇y) · ∇h · (∇y)k−1
]
,

что совпадает с подынтегральным выражением в (2.60).
Теорема доказана. Случай p = 1 может быть рассмотрен аналогичным

образом.

2.2.5 Классы Вейерштрасса W nKp(z), p ∈ N. Условие кратной K–
дифференцируемости вариационных функционалов

Для перехода к K–производным высших порядков вариационных функ-
ционалов в пространствах Соболева W 1,p(D), p ∈ N, нам понадобится соот-
ветствующее обобщение классов Вейерштрасса.

Определение 2.2.23. Пусть, в обозначениях определения 2.2.1, функцио-
нал f является K–псевдополиномом порядка p ∈ N и принадлежит классу
Cn(Dx ×Dy ×Dz), n ∈ N0. Скажем, что f принадлежит классу Вейерштрас-
са W nKp(z), если коэффициенты Rk в K–псевдополиномиальном представ-
лении (2.7) можно выбрать таким образом, что они будут удовлетворять
условию доминантной (по x, y) смешанной гладкости n–го порядка: при
любом выборе компактов Cx ⊂ Dx , Cy ⊂ Dy джеты n–го порядка по y, z

(Rk,∇yzRk, . . .∇n
yzRk) (k = 0, p) (2.61)

равномерно непрерывны и ограничены на Cx × Cy ×Dz (независимо от вы-
бора z ∈ Dz), т.е. принадлежат классу WK(z). В этом случае примем обо-
значение: Rk ∈ W n

K(z).

Замечание 2.2.24. Очевидно,W 0Kp(z) = WKp(z), W nKp(z) ⊂ W n−1Kp(z);
W 0

K(z) = WK(z), W n
K(z) ⊂ W n−1

K (z). Кроме того, в определении 2.2.23,
аналогично случаю классов WKp(z) и W 1Kp(z), можно ограничиться
вейерштрассовскими псевдополиномами вида

f(x, y, z) = R0(x, y, z) +Rp(x, y, z) · (z)p (R0, Rp ∈ W n
K(z)) .

Приведем простейший пример (обобщающий пример 2.2.18) интегранта
класса W nKp(z).
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Пример 2.2.25. Пусть f(z) = Rp(z) · (z)p, z ∈ RN , p ∈ N, причем Rp ∈ Cn,
и

lim
z→∞

Rp(z) = lim
z→∞

R′p(z) = . . . = lim
z→∞

R(n)
p (z) = 0 . (2.62)

Тогда Rp, R
′
p(z), . . . , R

(n)
p (z) — непрерывные отображения с нулевыми пре-

делами на бесконечности, откуда следует их равномерная непрерывность и
ограниченность глобально по z. Следовательно, f ∈ W nKp(z). В частнос-
ти, любая быстро убывающая функция Rp ∈ S(RN) удовлетворяет усло-
виям (2.62). Очевидно следующее обобщение

f(x, y, z) = Rp(x, y, z) · (z)p, (z ∈ RN , p ∈ N) ,

где Rp ∈ Cn и

lim
z→∞

Rp(x, y, z) = lim
z→0
∇yzRp(x, y, z) = . . . = lim

z→0
∇n
yzRp(x, y, z) = 0

локально по x, y.

Рассмотрим примеры интегрантов класса W nKp(z).

Пример 2.2.26. Пусть

f(x, y, z) =

p∑
k=0

Rk(x, y)(z)k , где Rk ∈ Cn
xy (k = 0, p).

Тогда независимость Rk (k = 0, p) от z автоматически влечет Rk ∈ W n
K(z),

откуда f ∈ W nKp(z).

Пример 2.2.27. Обобщим предыдущий пример. Пусть

f(x, y, z) =
∑
k∈χ

Rk(x, y)(z)k +
∑
k′∈χ′

Rk′(x, y, z)(z)k
′

(χ∪̇χ′ = 0, p),

где Rk ∈ Cn
xy при k ∈ χ, Rk′ ∈ W n

K(z) при k′ ∈ χ′. Тогда f ∈ W nKp(z).

Пример 2.2.28. Пусть

f(x, y, z) =

p∑
k=0

ϕk

t︷ ︸︸ ︷
(rk(x, y, z))(z)k (ϕk ∈ Cn

t , rk ∈ W n
K(z)) .

Тогда, очевидно, Rk = ϕk(rk) ∈ WK(z). Далее, как известно, формула произ-
водной m–го порядка (m = 0, n) от композиции имеет вид

ϕ(ψ)(m) =
∑

l0=0,m;l1+...+lm=m

al0l1...lm·ϕ(l0)(ψ)·
[
(ψ′)l1 · (ψ′′)l2 . . . (ψ(m))lm

]
(li ∈ N0).
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Отсюда

∇m
yzRk =

∑
l0=0,m;l1+...+lm=m

al0l1...lm · ϕ
(m)
k (rk(x, y, z)) ·

[
m∏
s=1

(
∇s
yzrk(x, y, z)

)ls] .
(2.63)

Поскольку ϕ
(m)
k (rk) ∈ WK(z) и ∇s

yzrk ∈ WK(z) (s = 1,m), то из (2.63) сле-
дует ∇m

yzRk ∈ WK(z) при m = 0, n, т.е. Rk ∈ W n
K(z) (k = 0, p), откуда

f ∈ W nKp(z).

Пример 2.2.29. Отметим еще один очевидный пример. Пусть

f(x, y, z) = Rp(x, y, z) · (z)p,

где Rp ∈ Cn
xyz и отображение Rp периодично по z (с периодом, не зависящим

от x, y). Тогда также f ∈ W nKp(z).

Покажем теперь, что попадание интегранта в класс Вейерштрасса
W nKp(z) гарантирует n–кратную K–дифференцируемость основного вариа-
ционного функционала.

Теорема 2.2.30. Если интегрант f : D × Ry × RN
z → R принадлежит

классу W nKp(z), p ∈ N, где D — компактная область в RN
x , то вариацион-

ный функционал Эйлера–Лагранжа (2.10) n раз K–дифференцируем всюду
в пространстве W 1,p(D). При этом справедлива следующая формула для
n–ой K–вариации

Φ
(n)
K (y) · (h1, . . . hn) =

=

∫
D

 n∑
l=0

∂nf

∂yn−l∂zl
(x, y,∇y) ·

 ∑
i=(i1,...in):|i|=l

(
h

(i1)
1 , h

(i2)
2 , . . . , h(in)

n

) dx.
(2.64)

В частности, на диагонали h1 = h2 = . . . = hn = h K–производная Φ
(n)
K (y)

принимает вид

Φ
(n)
K (y) · (h)n =

∫
D

[
n∑
l=0

C l
n ·

∂nf

∂yn−l∂zl
(x, y,∇y) · (h)n−l · (∇h)l

]
dx. (2.65)

При этом, подстановка в (2.65) K–псевдополиномиального представле-
ния (2.7) приводит к формуле

Φ
(n)
K (y) · (h)n =

p∑
k=0

∫
D

[n−1∑
l=0

C l
n−1

(
∇yzR

n−1−l,l
k (x, y,∇y) · (h,∇h) · (∇y)k+
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+k ·Rn−1−l,l
k (x, y,∇y) · (∇h) · (∇y)k−1

)
· (h)n−1−l · (∇h)l

]
dx . (2.66)

Доказательство. Проведем доказательство по индукции. При n = 1 фор-
мула (2.64) приводит к уже доказанной ранее формуле первой K–вариа-
ции (2.43) с её K-псевдополиномиальным вариантом (2.44)

Φ′K(y)h =

p∑
k=0

∫
D

[
∇y,zRk(x, y,∇y) · (h,∇h) · (∇y)k+

+k ·Rk(x, y,∇y) · ∇h · (∇y)k−1

]
dx =

p∑
k=0

∫
D

[(∂Rk

∂y
(x, y,∇y) · h · (∇y)k+

+
∂Rk

∂z
(x, y,∇y) · ∇h · (∇y)k

)
+ k ·Rk(x, y,∇y) · ∇h · (∇y)k−1

]
dx .

Допустим, по предложению индукции, что при заданном n равенство (2.66) в
условиях теоремы доказано, и докажем аналогичное равенство для порядка
n + 1, в предположении, что f ∈ W n+1Kp(z). Напомним, что симметричная
n–форма однозначно воcстанавливается (с сохранением непрерывности) по
своему значению на диагонали.
1) Как и в доказательстве теоремы 2.2.22, фиксируем y(·) ∈ W 1,p(D) и про-
извольный абсолютно выпуклый компакт C∆ в данном пространстве. При
этом, согласно предположению f ∈ W n+1Kp(z), джеты (n + 1)–ого порядка
по (y, z) коэффициентов Rk : T = Dx × Ry × RN

z → (RN
z )∗k(

Rk,∇yzRk, . . .∇n+1
yz Rk

)
(k = 0, p) (2.67)

равномерно непрерывны и ограничены в T локально компактно по x, y и
глобально по z.

Как уже отмечалось ранее (в доказательствах теорем 2.2.9 и 2.2.22), в
силу компактности множества y + C∆ , числовое множество

Ky,∆ :=
⋃
h∈C∆

(y + h)(D)

есть компакт. Следовательно, на множестве T y,∆ = D ×Ky,∆ × RN
z ,

(T∆ := T 0,∆) все джеты (2.67) ограничены и равномерно непрерывны.
Отсюда, в частности, следуют оценки:∥∥∥∥∂s+tRk

∂ys∂zt
(x, y, z) · (h)s · (∇h)t

∥∥∥∥ ≤Mk
st <∞
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((x, y, z) ∈ T y,∆, h ∈ C∆, s+ t ≤ n+ 1, k = 0, p) . (2.68)

2) Отметим, до начала основного преобразования, еще одно важное свойство
классов Вейерштрасса:

если f ∈ W nKp(z) , то
∂nf

∂yn−l∂zl
∈ W n−lKp(z) .

Действительно, используя формулу Лейбница, имеем:

∂nf

∂yn−l∂zl
(x, y, z) =

∂l

∂zl

[
∂n−l

∂yn−l

(
p∑

k=0

Rk(x, y, z) · (z)k

)]
=

=
∂l

∂zl

(
p∑

k=0

∂n−lRk

∂yn−l
(x, y, z) · (z)k

)
=

p∑
k=0

∂l

∂zl

(
∂n−lRk

∂yn−l
(x, y, z) · (z)k

)
=

=

p∑
k=0

l∑
m=0

Cm
l · k · (k − 1) · . . . · (k −m+ 1) · ∂n−mRk

∂yn−l∂zl−m
(x, y, z) · (z)k−m ,

откуда перегруппировкой слагаемых по степеням z приходим к выражению
вида:

∂nf

∂yn−l∂zl
(x, y, z) =

p∑
k=0

Rn−l,l
k (x, y, z) ·(z)k, где Rn−l,l

k ∈ W n−l
K (z) (k = 0, p) .

(2.69)
При этом из оценок (2.68) следуют оценки

‖Rn−l,l
k (x, y, z) · (h)n−l · (∇h)l‖ ≤Mk0

n−l,l <∞ ,

‖∇yzR
n−l,l
k (x, y, z) · (h,∇h) · (h)n−l · (∇h)l‖ ≤Mk1

n−l,l <∞ ,

((x, y, z) ∈ T y,∆, h ∈ C∆, 0 ≤ l ≤ n, k = 0, p) . (2.70)

3) Используя предположения индукции и представление (2.64), запишем при-
ращение функционала Φ

(n)
K (y) на диагональном поливекторе (h)n в виде:[

Φ
(n)
K (y + h)− Φ

(n)
K (y)

]
· (h)n =

n∑
l=0

C l
n ·

·
∫
D

∆(fn−l,l)︷ ︸︸ ︷[
∂nf

∂yn−l∂zl
(x, y + h,∇y +∇h)− ∂nf

∂yn−l∂zl
(x, y,∇y)

]
· (h)n−l · (∇h)l dx .

(2.71)
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Преобразуем выражения под знаком интегралов справа в (2.71), используя
представление (2.70) и разложение на главную и малую часть:

Rn−l,l
k (x, y + h,∇y +∇h)−Rn−l,l

k (x, y,∇y) =

= ∇yzR
n−l,l
k (x, y,∇y) · (h,∇h) +∇yzr

n−l,l
k (x, y,∇y;h,∇h) · (h,∇h) .

Имеем

∆(fn−l,l) =

p∑
k=0

∆
(
Rn−l,l
k (x, y,∇y) · (∇y)k

)
· (h)n−l · (∇h)l =

=

p∑
k=0

[
Rn−l,l
k (x, y + h,∇y +∇h) ·

(
(∇y)k + k · (∇y)k−1 · (∇h)+

+
k−2∑
m=0

Cm
k · (∇y)m · (∇h)k−m

)
−Rn−l,l

k (x, y,∇y) · (∇y)k
]
· (h)n−l · (∇h)l =

=

p∑
k=0

[
∇yzR

n−l,l
k (x, y,∇y) · (h,∇h) · (∇y)k+

+∇yzr
n−l,l
k (x, y,∇y;h,∇h) · (h,∇h) · (∇y)k+

+k ·∆Rn−l,l
k (x, y,∇y) · (∇y)k−1 · (∇h) + k · rn−l,lk (x, y,∇y) · (∇y)k−1 · (∇h)+

+Rn−l,l
k (x, y + h,∇y +∇h) · Cm

k · (∇y)m · (∇h)k−m
]
· (h)n−l · (∇h)l =

=

p∑
k=0

[ Akl︷ ︸︸ ︷
∇yzR

n−l,l
k (x, y,∇y) · (h,∇h) · (∇y)k · (h)n−l · (∇h)l +

+

Bkl︷ ︸︸ ︷
k ·Rn−l,l

k (x, y,∇y) · (∇y)k−1 · (∇h)l+1 · (h)n−l
]
+

+

p∑
k=0

[ Ck`︷ ︸︸ ︷
k ·∆Rn−l,l

k (x, y,∇y) · (∇y)k−1 · (∇h)l+1 · (h)n−l +

+

Dkl︷ ︸︸ ︷
∇yzr

n−l,l
k (x, y,∇y;h,∇h) · (h,∇h) · (∇y)k · (∇h)l · (h)n−l +

+
k−2∑
m=0

Eklm︷ ︸︸ ︷
Cm
k ·R

n−l,l
k (x, y + h,∇y +∇h) · (h)n−l · (∇h)l+k−m · (∇y)m

]
. (2.72)
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Здесь в первых скобках справа собраны главные члены разложения Akl, Bkl,
во вторых — малые члены разложения Ckl, Dkl, Eklm. Оценим интегралы от
каждого из слагаемых.
4) Вначале оценим интегралы от Akl, Bkl.
а) Заметим, что функционал от h∫

D

Akldx =

∫
D

∇Rn−l,l
k (x, y,∇y) · (h,∇h) · (∇y)k · (h)n−l · (∇h)ldx

— однородный (n+ 1)–го порядка. Проверим его непрерывность, используя
оценки (2.70) и неравенство Гельдера–Минковского (поскольку ‖∇y‖k ∈ L1

при k ≤ p):∣∣∣∣∣∣
∫
D

Akldx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
D

∥∥∥∇Rn−l,l
k (x, y,∇y) · (h,∇h) · (h)n−l · (∇h)l

∥∥∥ · ‖∇y‖kdx ≤
≤Mk1

n−l,l ·
∫
D

‖∇y‖kdx ≤ [Mk1
n−l,l · (mesD)

p−k
p ] · (‖y‖W 1,p)k приh ∈ C∆ ,

откуда следует ограниченность данного функционала на подпространстве
span(C∆) относительно нормы ‖ · ‖C∆

. В силу произвольности выбора
C∆ ∈ C(W 1,р(D) это означает K–непрерывность функционала, а ввиду его
однородности — непрерывность данного функционала в W 1,p(D).
b) Аналогичным образом оценивается однородный функционал от h

(n+ 1)–го порядка∫
D

Bkl dx = k ·
∫
D

Rn−l,l
k (x, y,∇y) · (∇y)k−1 · (∇h)l+1 · (h)n−ldx .

Имеем:∣∣∣∣∣∣
∫
D

Bkldx

∣∣∣∣∣∣ ≤ k ·
∫
D

∥∥∥Rn−l,l
k (x, y,∇y) · (∇h)l · (h)n−l

∥∥∥ · ‖∇y‖k−1 · ‖∇h‖dx ≤

≤ k ·Mk0
n−l,l ·

∫
D

‖∇y‖k−1 · ‖∇h‖dx ≤ k ·Mk0
n−l,l · ‖∇h‖Lp · (‖∇y‖L (k−1)p

p−1

)k−1 ≤

≤
[
k ·Mk0

n−l,l · ‖∇y‖
W

1,
(k−1)p
p−1

]
· ‖∇h‖W 1,p ,
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откуда следует непрерывность по норме ‖ · ‖W 1,p, а значит, и непрерывность
по норме ‖ · ‖C∆

в подпространстве span(C∆). Повторяя рассуждения п. а),
приходим к непрерывности данного функционала в W 1,р(D).
5) Приступим к оценке интегралов от малых членов разложения Ckl, Dkl,
Eklm . Здесь мы будем опираться на основную лемму 2.2.8.
a) Оценка ∣∣∣∣∣∣

∫
D

Ckldx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ k ·

∫
D

(
‖∆Rn−l,l

k (x, y,∇y)‖ · ‖∇h‖l · ‖∇h‖ · ‖h‖n−l
)
‖∇y‖k−1dx

позволяет в рамках леммы, использовать функции

ϕ(x;u) = ‖∆Rn−l,l
k (x,

u︷ ︸︸ ︷
(u1, u2))·(u1)

n−l ·(u2)
l‖·‖u2‖, ((u1, u2) ∈ Ry×RN

z = F1)

ψ = ‖∇y‖k−1 ∈ L1(D,R) .

Проверим выполнение условий i)–iii) леммы 2.2.8 для ϕ, ψ .
i) Ввиду равномерной непрерывности Rn−l,l

k на T y,∆,

‖∆Rn−l,l
k (x, u)‖ → 0 при ‖u‖ → 0 равномернo по x ∈ D .

Поэтому из оценки

ϕ(x;u) ≤ ‖∆Rn−l,l
k (x, u)‖ · ‖u1‖n−l · ‖u2‖l+1 ≤ ‖∆Rn−l,l

k (x, u)‖ · ‖
u︷ ︸︸ ︷

(u1, u2) ‖n+1

следует

ϕ(x;u) = o(‖un+1‖) при ‖u‖ → 0 равномерно по x ∈ D .

ii) Функция ψ = ‖∇y(x)‖k−1 ∈ L1 , поскольку ∇y ∈ Lp и k − 1 ≤ p .
iii) Отображение
χ(h̃) = ϕ(· ; (h,∇h)) · ψ =

= ‖(Rn−l,l
k (·, y+h,∇y+∇h)−Rn−l,l

k (·, y,∇y))·(h)n−l ·(∇h)l‖·(‖∇h‖·‖∇y‖k−1) ,

очевидно, есть непрерывное отображение из J(C∆) в L1(D,R) , ввиду непре-
рывности по h и ограниченности на C∆ первого множителя и суммируемости
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второго множителя (вытекающей из ∇y, ∇h ∈ Lp ; 1 + (k − 1) = k ≤ p). Та-
ким образом, основная лемма 2.2.8 применима, откуда при h ∈ C∆ :∣∣∣∣∣∣

∫
D

Ckldx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
D

ϕ(x; (h,∇h)) · ψ(x)dx =

= o
(
(‖(h,∇h)‖Lp)n+1

)
= o

(
(‖h‖W 1,p)n+1

)
. (2.73)

b) Оценка∣∣∣∣∣∣
∫
D

Dkldx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
D

‖∇rn−l,lk (x, y,∇y;h,∇h) · (h,∇h) · (∇h)l · (h)n−l‖ · ‖∇y‖kdx

позволяет, в рамках леммы, использовать функции

ϕ(x;u) = ‖∇rn−l,lk (x, y,∇y;

u︷ ︸︸ ︷
(u1, u2)) · (u1, u2) · (u2)

l(u1)
n−l‖

(u = (u1, u2) ∈ Ry × RN
z = F1),

ψ = ‖∇y‖k.

Проверим выполнение условий i)–iii) леммы 2.2.8 для ϕ, ψ .
i) Ввиду равномерной непрерывности ∇rn−l,lk на T y,∆, оценка

ϕ(x;u) ≤ ‖

o(1)︷ ︸︸ ︷
∇rn−l,lk (x, y,∇y, u) ‖ · ‖(u1, u2)‖ · ‖u1‖n−l · ‖u2‖l ≤

≤ ‖∇rn−l,lk (x, y,∇y, u)‖ · ‖u‖n+1 = o(‖u‖n+1)

(равномерно по x ∈ D) показывает выполнения условия (i).
ii) Функция ψ = ‖∇y(x)‖k ∈ L1, поскольку ∇y ∈ Lp и k ≤ p .
iii) Отображение
χ(h̃) = ϕ(· ; (h,∇h)) · ψ =

= ‖∇rn−l,lk (·, y,∇y;h,∇h) · (h,∇h) · (h)n−l · (∇h)l‖ · ‖∇y‖k ,

очевидно, есть непрерывное отображение из J(C∆) в L1(D,R), ввиду непре-
рывности по h и ограниченности на C∆ первого множителя и суммируемости
второго множителя.
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Таким образом, основная лемма 2.2.8 применима, откуда при h ∈ C∆ :∣∣∣∣∣∣
∫
D

Dkldx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
D

ϕ(x; (h,∇h)) · ψ(x)dx =

= o
(
(‖(h,∇h)‖Lp)n+1

)
= o

(
(‖h‖W 1,p)n+1

)
. (2.74)

c) Оценка ∣∣∣∣∣∣
∫
D

Eklmdx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ Cm

k ·
∫
D

‖Rn−l,l
k (x, y + h,∇y +∇h) · (h)n−l · (∇h)l‖ · ‖∇h‖k−m · ‖∇y‖mdx

позволяет, в рамках леммы, использовать функции

ϕ(x;u) = ‖Rn−l,l
k (x, y + u1,∇y + u2) · (u1)

n−l · (u2)
l‖ · ‖u2‖k−m,

(u = (u1, u2) ∈ Ry × RN
z = F1), ψ(x) = ‖∇y(x)‖m ∈ L1(D,R) .

Проверим выполнение условий i)–iii) леммы 2.2.8 для ϕ, ψ .
i) Используя оценку (2.70) для Rn−l,l

k на T y,∆, получаем

ϕ(x;u) =≤ ‖Rn−l,l
k (x, y + u1,∇y + u2)‖ · ‖(u1)

n−l‖ · ‖(u2)
l+k−m‖ ≤

≤Mk0
n−l,l · (‖u1‖+ ‖u2‖)n+

≥2︷ ︸︸ ︷
k −m = O((‖u‖)n+2) = o((‖(u‖)n+1)

при ‖u‖ → 0 равномерно по x ∈ D .

ii) Функция ψ(x) = ‖∇y(x)‖m ∈ L1, поскольку ∇y ∈ Lp и m ≤ p .
iii) Отображение (далее h̃ = (h,∇h) ∈ J(C∆))
χ(h̃) = ϕ(· ; (h,∇h)) · ψ =

= ‖Rn−l,l
k (· , y + h,∇y +∇h) · (h)n−l · (∇h)l‖ ·

(
‖∇h‖k−m · ‖∇y‖m

)
,

очевидно, есть непрерывное отображение по h̃ ∈ J(C∆) в L1(D,R), ввиду
непрерывности по h̃ (вытекающей из равномерной непрерывности Rn−l,l

k на
T y,∆) первого множителя и суммируемости второго множителя (вытекающей
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из ∇y, ∇h ∈ Lp и (k −m) +m ≤ p). Таким образом, основная лемма 2.2.8
применима, откуда при h ∈ C∆ :∣∣∣∣∣∣

∫
D

Eklmdx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ Cm

k ·
∫
D

ϕ(x; (h,∇h)) · ψ(x)dx = o
(
(‖(h,∇h)‖Lp)n+1

)
= o

(
(‖h‖W 1,p)n+1

)
.

(2.75)
6) Итак, из разложений (2.71)–(2.72), полученных оценок (2.73)–(2.75) и ре-
зультатов п. 4) вытекает(

Φ
(n)
K (y + h)− Φ

(n)
K (y)

)
· (h)n =

=
n∑
l=0

C l
n ·
∫
D

( p∑
k=0

[
∇Rn−l,l

k (x, y,∇y) · (h,∇h) · (∇y)k+

+k ·Rn−l,l
k (x, y,∇y) · (∇h) · (∇y)k−1

]
· (h)n−l · (∇h)l

)
dx+ o

(
(‖h‖W 1,p)n+1

)
,

(2.76)
где интегральный функционал справа в (2.76) непрерывен. Поскольку, ввиду
компактности C∆ , норма ‖ · ‖C∆

мажорирует норму ‖ · ‖W 1,p в span(C∆) , то
малый член справа в (2.76) есть o

(
(‖h‖C∆

)n+1
)
. Таким образом, мы приходим

к (n+ 1)–кратной K–дифференцируемости Φ и равенству

Φ
(n+1)
K (y) · (h)n+1 =

n∑
l=0

C l
n ·
∫
D

( p∑
k=0

[
∇Rn−1−l,l

k (x, y,∇y) · (h,∇h) · (∇y)k+

+k ·Rn−1−l,l
k (x, y,∇y) · (∇h) · (∇y)k−1

]
· (h)n−l · (∇h)l

)
dx . (2.77)

7) Покажем, наконец, что равенство (2.77) можно преобразовать к виду (2.65)
(при переходе n 7→ n+ 1) .
a) Докажем вначале равенство:

∂n+1f

∂yn+1−l∂zl
(x, y,∇y) · (h) +

∂n+1f

∂yn−l∂zl+1
(x, y,∇y) · (∇h) =

=

p∑
k=0

[
∇Rn−1−l,l

k (x, y,∇y) · (h,∇h) · (∇y)k+
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+k ·Rn−1−l,l
k (x, y,∇y) · (∇h) · (∇y)k−1

]
. (2.78)

Имеем

∂n+1f

∂yn+1−l∂zl
(x, y,∇y) · (h) =

∂

∂y

(
∂nf

∂yn−l∂zl

)
(x, y,∇y) · (h) =

=
∂

∂y

(
p∑

k=0

Rn−1−l,l
k (x, y, z) · (z)k

)∣∣∣
z=∇y
·(h) =

=

p∑
k=0

∂Rn−1−l,l
k

∂y
(x, y,∇y) · (h) · (∇y)k . (2.79)

Аналогичным образом,

∂n+1f

∂yn−l∂zl+1
(x, y,∇y) · (∇h) =

∂

∂z

(
∂nf

∂yn−l∂zl

)
(x, y,∇y) · (∇h) =

=
∂

∂z

(
p∑

k=0

Rn−1−l,l
k (x, y, z) · (z)k

)∣∣∣
z=∇y
·(∇h) =

=

( p∑
k=0

[∂Rn−1−l,l
k

∂z
(x, y,∇y) · (z)k+

+k ·Rn−1−l,l
k (x, y,∇y) · (z)k−1

]∣∣∣
z=∇y

)
· (∇h) =

=

p∑
k=0

[∂Rn−1−l,l
k

∂z
(x, y,∇y) · (∇y)k · (∇h)+

+k ·Rn−1−l,l
k (x, y,∇y) · (∇y)k−1 · (∇h)

]
. (2.80)

Складывая почленно равенства (2.79) и (2.80), получаем (2.78).
b) Теперь пользуясь равенствами (2.78), преобразуем правую часть (2.77).
Имеем:

Φ
(n+1)
K (y) · (h)n+1 =

∫
D

( n∑
l=0

C l
n ·
[ ∂n+1f

∂yn+1−l∂zl
(x, y,∇y) · (h)+

+
∂n+1f

∂yn−l∂zl+1
(x, y,∇y) · (∇h)

]
· (h)n−l · (∇h)l

)
dx =

=
n∑
l=0

∫
D

C l
n ·

∂n+1f

∂yn+1−l∂zl
(x, y,∇y) · (h)n+1−l · (∇h)ldx+
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+

∫
D

C l
n ·

∂n+1f

∂y(n+1)−(l+1)∂zl+1
(x, y,∇y) · (h)(n+1)−(l+1) · (∇h)l+1dx . (2.81)

Проводя, в заключение, в последних интегралах справа в (2.81) замену обоз-
начений (l + 1) 7→ (l), получаем

Φ
(n+1)
K (y) · (h)n+1 =

=
n+1∑
l=0

(C l
n + C l+1

n︸ ︷︷ ︸
Cln+1

) ·
∫
D

∂n+1f

∂yn+1−l∂zl
(x, y,∇y) · (h)(n+1)−(l) · (∇h)ldx ,

что соответствует формуле (2.65) при переходе от n к n+ 1. Таким образом,
по индукции, формула (2.65), как и ее псевдополиномиальный вариант (2.66),
доказаны.

В качестве полезных примеров рассмотрим частные случаи теоремы 2.2.30
при n = 2 и n = 3.

Пример 2.2.31. При n = 2 формула (2.65) принимает вид

Φ
′′

K(y) · (h)2 =

∫
D

[∂2f

∂y2
(x, y,∇y) · (h)2 + 2

∂2f

∂y∂z
(x, y,∇y) · (h) · (∇h)+

+
∂2f

∂z2
(x, y,∇y) · (∇h)2

]
dx .

Соответственно, аналог равенства (2.64) принимает вид

Φ
′′

K(y)·(h, k) =

∫
D

[∂2f

∂y2
(x, y,∇y)·(h, k)+2

∂2f

∂y∂z
(x, y,∇y)·((∇h, k)+(∇k, h))+

+
∂2f

∂z2
(x, y,∇y) · (∇h,∇k)

]
dx .

Пример 2.2.32. При n = 3 формула (2.65) принимает вид

Φ
′′′

K(y) · (h)3 =

∫
D

[∂3f

∂y3
(x, y,∇y) · (h)3 + 3

∂3f

∂y2∂z
(x, y,∇y) · (h)2 · (∇h)+

+3
∂3f

∂y∂z2
(x, y,∇y) · (h) · (∇h)2 +

∂3f

∂z3
(x, y,∇y) · (∇h)3

]
dx .
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Соответственно, аналог равенства (2.64) принимает вид

Φ
′′′

K(y) · (h, k, l) =

∫
D

[∂3f

∂y3
(x, y,∇y) · (h, k, l)+

+
∂3f

∂y2∂z
(x, y,∇y) · [(∇h, k, l) + (h,∇k, l) + (h, k,∇l)] +

∂3f

∂y∂z2
(x, y,∇y)·

·[(∇h,∇k, l) + (h,∇k,∇l) + (∇h, k,∇l)] +
∂3f

∂z3
(x, y,∇y) · (∇h,∇k,∇l)

]
dx .

Можно получить также вариант формулы (2.65), в котором подинтеграль-
ное выражение представлено непосредственно через коэффициенты исходно-
го K–псевдополиномиального представления f .

Замечание 2.2.33. Равенства (2.64)–(2.65) можно преобразовать к следую-
щему виду:

Φ
(n)
K (y) · (h)n =

p∑
k=0

∫
D

[ n∑
l=0

C l=0
n · k · (k − 1) · . . . · (k − l + 1)·

·∇n−l
yz Rk(x, y,∇y) · (h,∇h)n−l · (∇y)k−l

]
dx. (2.82)

В частности, при n = 1 получаем равенство (2.44), при n = 2 получаем
равенство

Φ
′′

K(y) · (h)2 =

=

p∑
k=0

∫
D

[
∇2
yzRk(x, y,∇y) · (h,∇h)2 · (∇y)k+

+2k · ∇yzRk(x, y,∇y) · (h,∇h) · (∇y)k−1+

+k · (k − 1) ·Rk(x, y,∇y) · (∇h)2 · (∇y)n−2
]
dx ;

при n = 3 получаем равенство

Φ
′′′

K(y) · (h)3 =

=

p∑
k=0

∫
D

[
∇3
yzRk(x, y,∇y) · (h,∇h)3 · (∇y)k+

+3k · ∇2
yzRk(x, y,∇y) · (h,∇h)2 · (∇y)k−1+

+3k · (k − 1) · ∇yzRk(x, y,∇y) · (h,∇h) · (∇y)k−2+
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+k · (k − 1) · (k − 2) ·Rk(x, y,∇y) · (∇y)n−3
]
dx .

Разумеется, число ненулевых слагаемых в сумме под знаком интеграла
в (2.82) не превосходит k.

2.3 Связь компактно–аналитических и локальных ана-

литических свойств

В заключение мы рассмотрим связь между K–свойствами и обычными ло-
кальными свойствами вариационного функционала, действующего в прост-
ранствах Соболева, связанных компактным вложением.

Замечание 2.3.1. Отметим, прежде всего, что если пространства E1 и E2

связаны компактным вложением: E2 ↪→↪→ E1, и функционал Φ : E1 → R об-
ладает некоторым K–аналитическим свойством в E1, то его продолжение
на E2 будет обладать соответствующим классическим аналитическим свой-
ством (скажем, K–непрерывность переходит в обычную непрерывность, K–
дифференцируемость переходит в обычную дифференцируемость, и т.д.).

Напомним, что известная теорема Ф. Реллиха–В. И. Кондрашова и её
многочисленные обобщения [53], [91], [112] связывают компактные вложения
пространств Соболева с соотношением между их индексами и размерностью
области интегрирования. В частности, справедливо компактное вложение.

Wm+1,q (D) ↪→↪→ W 1,p(D), D ⊂ RN (2.83)

если mq < N, 1 ≤ p ≤ Nq

N −mq
(2.84)

либо mq = N, 1 ≤ p < +∞ (2.85)

либо mq > N, 1 ≤ p ≤ +∞ . (2.86)

Здесь граница области D должна удовлетворять условию конуса, что в на-
шем случае гарантировано при дополнительном условии липшицевой грани-
цы области D.

Применяя выше сказанное к теоремам 2.2.6, 2.2.9, 2.2.30, с учётом нера-
венств (2.84)–(2.86), приходим к следующим утверждениям.
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Теорема 2.3.2. (Корректная определенность) Если в условиях теоре-
мы 2.2.6, интегрант f вариационного функционала (2.10) принадлежит
классу Kp(z), p ∈ N, и выполнено какое–либо из условий (2.84)–(2.86), то
функционал (2.10) корректно определен всюду в пространстве Wm+1,q(D).
При этом выполнена глобальная оценка (при некоторых α ≥ 0, β ≥ 0):

|Φ(y)| ≤ α + β · (‖y‖Wm+1,q)p .

Теорема 2.3.3. (Непрерывность) Если в условиях теоремы 2.2.9, инте-
грант f вариационного функционала (2.10) принадлежит классу WKp(z),
p ∈ N, и выполнено какое–либо из условий (2.84)–(2.86), то функци-
онал (2.10) непрерывен (в обычном смысле) всюду в пространстве
Wm+1,q(D).

Теорема 2.3.4. (Дифференцируемость) Если в условиях теоремы 2.2.30,
интегрант f вариационного функционала (2.10) принадлежит классу
W nKp(z), p ∈ N, и выполнено какое–либо из условий (2.84)–(2.86), то функ-
ционал (2.10) дифференцируем n раз (в обычном смысле) всюду в простран-
стве Wm+1,q(D).

Пример 2.3.5. Рассмотрим, в качестве примера, случай размерностиm = 2.
Тогда неравенства типа (2.84)–(2.86) могут выполняться в следующих слу-
чаях:

1) m = 1, q = 1. Tогда mq < N , откуда (1 ≤ p < Nq
N−mq = 2)⇒ (p = 1).

Имеем
W 2,1(D) ↪→↪→ W 1,1(D) .

2) m = 1, q = 2 или m = 2, q = 1. Тогда mq = N = 2, откуда p ∈ N может
быть выбрано произвольно. Имеем

W 2,2(D) ↪→↪→ W 1,p(D) , W 3,1(D) ↪→↪→ W 1,p(D) .

Таким образом, в случае 1) теоремы 2.3.2–2.3.4 могут быть применены
при p = 1 в пространстве W 2,1(D), а в случае 2) теоремы 2.3.2–2.3.4 могут
быть применены в пространствах W 2,2(D) и W 3,1(D) при любом p ∈ N.

Выводы. Введены классы K–псевдополиномов порядка p, p ∈ N. Дока-
зано, что K–псевдополиномиальность интегрантов вариационных функци-
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оналов в соответствующем пространстве Соболева W 1,p , p ∈ N, над много-
мерной компактной областью D с липшицевой границей, кроме корректной
определенности функционала, гарантирует степенную оценку порядка p по
соболевской норме ‖y‖W 1,p на любом компакте из данного пространства Со-
болева.

С помощью дополнительного требования доминантной смешанной непре-
рывности для коэффициентовK–псевдополиномиального интегранта поряд-
ка p, получено условие компактной непрерывности вариационных функцио-
налов в пространствах Соболева W 1,р(D), p ∈ N. Показано на примере, что
компактно непрерывный вариационный функционал может быть разрывным
в обычном смысле.

Введены общие классы Вейерштрасса W nKp(z) для случая многомер-
ной компактной области D с липшицевой границей, произвольных p ∈ N
и n ∈ N. Доказано, что попадание K–псевдополиномиального интегранта
в подходящий класс Вейерштрасса W nKp(z) гарантирует n–кратную K–
дифференцируемость вариационного функционала в соответствующем про-
странстве Соболева W 1,p(D), p ∈ N. Рассмотрен ряд примеров и частных
случаев.
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ГЛАВА 3

Необходимые условия компактного экстремума

вариационных функционалов в шкале пространств

Соболева над многомерной областью

3.0 Введение

Задача об экстремуме функционала Эйлера-Лагранжа является одной из
самых активно и плодотворно исследуемых вариационных задач.

В работе И. В. Скрыпника [74] было выяснено, что в пространстве Собо-
леваW 1,2(D) над произвольной многомерной компактной областьюD ⊂ RN ,
N ∈ N, основной вариационный функционал, как правило, не является два-
жды дифференцируемым по Фреше, что исключает в этом случае примене-
ние классической теории экстремумов.

Орловым И. В. был разработан новый метод исследования вариационно-
го функционала в пространствах Соболева ([58], [61], [105], [147]), который
был основан на идее исследования вариационного функционала с точки зре-
ния так называемых компактных характеристик. В работах Орлова И. В.
и Божонок Е. В. ([10], [12], [58]) были найдены как необходимые, так и до-
статочные условия компактного экстремума вариационного функционала,
действующего в гильбертовом пространстве Соболева W 1,2([a; b]).

В п. 3.1 данной главы содержится обзор некоторых результатов полу-
ченных Орловым И. В. и Божонок Е. В. Приведено обобщенное уравне-
ние Эйлера–Лагранжа для K–экстремалей и обобщенное необходимое усло-
вие Лежандра компактного экстремума вариационного функционала в про-
странстве Соболева W 1,2([a; b]).

В наших работах ([13], [14], [64], [149]) найденные указанными авторами
необходимые условия компактного экстремума вариационного функциона-
ла в одномерном случае обобщаются на случай произвольного пространства
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Соболева W 1,p(D), p ∈ N, над произвольной многомерной компактной обла-
стью D ⊂ RN с липшицевой границей, N ∈ N. Эти результаты составляют
основное содержание настоящей главы и изложены в п.п. 3.2–4.1.

Вначале, в п. 3.2.1 получено обобщенное уравнение Эйлера–
Остроградского для K–экстремалей в пространствах Соболева W 1,р(D),
p ∈ N. В п. 3.2.2 сделаны выводы о гладкости K-экстремалей.

В п. 4.1 получено обобщенное необходимое условие Лежандра компакт-
ного экстремума вариационных функционалов в пространствах Соболева
W 1,р(D), p ∈ N, где D — компактная область в RN с липшицевой грани-
цей.

3.1 Уравнение Эйлера–Лагранжа для K–экстремалей и

необходимое условие Лежандра K–экстремума ва-

риационного функционала в пространстве Соболе-

ва W 1,2 над отрезком: обзор результатов

Напомним некоторые вспомогательные определения и утверждения. Общее
определение K–экстремума было введено в [59], [61], [67], [148] в произволь-
ном вещественном полном ЛВП.

В дальнейшем, E — произвольное вещественное ЛВП, Φ : E → R — функ-
ционал, C(E) — система всех абсолютно выпуклых компактов из E. Для
любого C ∈ C(E) обозначим через EC линейную оболочку C, снабженную
банаховой нормой ‖ · ‖C , порожденной множеством C.

Определение 3.1.1. Говорят, что функционал Φ : E → R достигает ком-
пактного экстремума (K–экстремума) в точке y ∈ E, если все сужения
Φ
∣∣
y+EC

достигают локального экстремума в y относительно соответствую-
щих норм в EC .

Замечание 3.1.2. 1) Корректность определения следует из того фак-
та ([86], I.1.6), что в полном ЛВП замкнутая выпуклая оболочка
conv(C1

⋃
C2) компактна, если C1 и C2 компактны. Таким образом, Φ

не может иметь одновременно максимум в y относительно (y + spanC1)

и минимум в y относительно (y + spanC2).
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2) Определение K–экстремума можно дать в более элементарной форме:
Φ имеет K–экстремум в точке y ∈ E, если для любого абсолютно вы-
пуклого компакта C ⊂ E найдется такое δ > 0, что экстремум сужения
Φ на (y + spanC) в точке y реализуется на (y + δ · C).

3) Любой локальный экстремум является и K–экстремумом, ввиду огра-
ниченности компактов в ЛВП. Обратное неверно.

Также приведем первое необходимое условие K–экстремума — так
называемую K–лемму Ферма для K–дифференцируемых функционалов
(см. [147]).

Теорема 3.1.3. Пусть E — произвольное вещественное ЛВП. Предпо-
ложим, что функционал Φ : E → R достигает K–экстремума в точке
y ∈ E. Если Φ K–дифференцируем в точке y, то Φ′K(y) = 0.

Дальнейшие результаты представляют собой обзор работ [12], [58], [61], где
были получены необходимые условияK–экстремума вариационного функци-
онала

Φ(y) =

b∫
a

f(x, y, y′)dx, y(·) ∈ W 1,2([a; b]), (3.1)

при граничных условиях:

y(a) = y1, y(b) = y2. (3.2)

Для нахождения K–экстремалей вариационного функционала (3.1)–(3.2)
в [61] был введен аналог классического условия локального экстрему-
ма (см. [26]) — обобщенное уравнение Эйлера–Лагранжа.

Теорема 3.1.4. Пусть функция u = f(x, y, z), f : [a; b]× R2 → R, принад-
лежит классу W 1K2(z). Если:

(i) функционал (3.1)–(3.2) имеет K–экстремум в точке y(·) ∈ W 1,2([a; b]);

(ii) функция (∂f/∂z)(x, y, y′) абсолютно непрерывна на [a; b];

то выполнено обобщенное уравнение Эйлера–Лагранжа:

∂f

∂y
(x, y, y′)− d

dx

(
∂f

∂z
(x, y, y′)

)
= 0 п.в. на [a; b]. (3.3)
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В частности, условие (ii) выполнено, если (∂f/∂z) ∈ C1([a; b]× R2),
y(·) ∈ W 2,2([a; b]).

Решения уравнения (3.3), при выполнении условия (ii) теоремы 3.1.4 назы-
ваютсяK–экстремалями функционала (3.1)–(3.2) в пространствеW 1,2([a; b]).

В классическом случае выполнение вариационного уравнения (3.3) всюду
на [a; b] при достаточно общих условиях приводит к повторной непрерыв-
ной дифференцируемости экстремали. В соболевском случае можно гаран-
тировать лишь существование аппроксимативной второй производной K–
экстремали (см. [58], [104]). Основной результат не связан непосредственно с
вариационным уравнением Эйлера–Лагранжа и пространством Соболева.

Теорема 3.1.5. Пусть u = f(x, y, z), f : [a; b]× R× R→ R, — функция
класса C2, функция y(·) : [a; b]→ R всюду непрерывна и п.в. дифференци-
руема на [a; b]. Если

(i) функция (∂f/∂z)(x, y(x), y′(x)) дифференцируема п.в. на [a; b];

(ii) (∂2f/∂z2)(x, y(x), y′(x)) 6= 0 п.в. на [a; b],

то функция y(·) дважды аппроксимативно дифференцируема п.в. на [a; b],
причем

y′′ap(x) = (y′)′ap
п.в.
=

(
∂2f

∂z2
(x, y, y′)

)−1

·
[
d

dx

(
∂f

∂z
(x, y, y′)

)
−

− ∂2f

∂z∂x
(x, y, y′)− ∂2f

∂z∂y
(x, y, y′) · y′

]
. (3.4)

Из теоремы 3.1.5 вытекает следующее

Следствие 3.1.6. Если, в условиях теоремы 3.1.5, функция y(·) удовлет-
воряет обобщенному уравнению Эйлера–Лагранжа (3.3), то в тех точках,
где y′(x) аппроксимативно непрерывна и (∂2f/∂z2)(x, y(x), y′(x)) 6= 0, функ-
ция y′′ap(x) также аппроксимативно непрерывна, причем

y′′ap(x)
п.в.
=

(
∂2f

∂z2
(x, y, y′)

)−1

·
[
∂f

∂y
(x, y, y′)−

− ∂2f

∂z∂x
(x, y, y′)− ∂2f

∂z∂y
(x, y, y′) · y′

]
. (3.5)
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Также был исследован вопрос об условиях существования обычной, не
аппроксимативной второй производной y′′(x).

Следствие 3.1.7. Если, в условиях теоремы 3.1.5, y′(x) непрерывна почти
всюду на [a; b], то y′′(x) существует почти всюду на [a; b].

Гипотеза же о том, что функция y(·) ∈ W 1,2([a; b]), удовлетворяющая
уравнению Эйлера–Лагранжа, при ∂2f/∂z2 6= 0 на экстремали, попадает в
классW 2,2([a; b]) (по аналогии с классическим случаем y(·) ∈ C1), была опро-
вергнута. Приведен следующий контрпример.

Пример 3.1.8. Рассмотрим простейший вариационный функционал

Φ(y) =

1∫
0

(y′)2dx, y(·) ∈ W 1,2([0; 1]).

Здесь обобщенное уравнение Эйлера–Лагранжа (3.3) принимает вид

y′′(x)
п.в.
= 0. (3.6)

Пусть χ(t) — "канторова лестница" на [0; 1] ([20], гл. V), y0(x) =
x∫
0

χ(t)dt,

0 ≤ x ≤ 1. Тогда y0(·) удовлетворяет уравнению (3.6), однако при этом
y0(·) /∈ W 2,2([0; 1]).

В работах [58], [105] был получен аналог классического необходимого усло-
вия Лежандра экстремума вариационного функционала в C1 (см. [104], гл.
V, п. 21, теор. 1) в случаеK–экстремума в пространстве СоболеваW 1,2([a; b]).

Теорема 3.1.9. Пусть функция u = f(x, y, z), f : [a; b]× R2 → R, при-
надлежит классу W 2K2(z), y(·) — K–экстремаль функционала (3.1) в
W 1,2([a; b]) при граничном условии (3.2) и функция (∂2f/∂y∂z)(x, y(x), y′(x))

абсолютно непрерывна на [a; b]. Если функционал (3.1)–(3.2) имеет K–ми-
нимум в точке y(·), то необходимое условие Лежандра

∂2f

∂z2
(x, y(x) y′(x)) ≥ 0 (3.7)

выполнено для K–экстремали y(·) почти всюду на [a; b].
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3.2 Обобщенное уравнение Эйлера–Остроградского

для K–экстремалей в пространствах Соболева

W 1,р , p ∈ N, над многомерной областью

3.2.1 Уравнение Эйлера–Остроградского для K–экстремалей ва-
риационных функционалов

Рассмотрим вариационный функционал

Φ(y) =

∫
D

f(x, y,∇y)dx, y(·) ∈ W 1,р(D), p ∈ N, (3.8)

при дополнительном граничном условии

y
∣∣
∂D

= y0, (3.9)

где y0 ∈ W 1,p(∂D), D — компактная область в RN с липшицевой границей
∂D.

Отметим, что граничное условие (3.9) означает, в частности, дополнитель-
ную гладкость y вблизи ∂D.

Для определенияK–экстремалей вариационного функционала (3.8)–(3.9),
мы выведем п.в.–аналог соответствующего классического (C1) необходимого
условия локального экстремума — уравнения Эйлера–Остроградского (см.
[26], [36]).

Теорема 3.2.1. Пусть функция u = f(x, y, z), f : D × Ry × RN
z → R при-

надлежит классу W 1Kp(z). Предположим, что
(i) функционал (3.8) имеет K–экстремум в точке y(·) ∈ W 1,p(D) при гра-
ничном условии (3.9);
(ii) отображение (∂f/∂z)(x, y,∇y) принадлежит пространству Соболева
W 1,1(D).
Тогда выполнено обобщенное уравнение Эйлера–Остроградского:

∂f

∂y
(x, y,∇y)−

N∑
i=1

∂

∂xi

(
∂f

∂zi
(x, y,∇y)

)
= 0 п.в. на D . (3.10)

В частности, условие (ii) заведомо выполнено, если

(∂f/∂z) ∈ C1(D × Ry × RN
z ), y(·) ∈ W 2,р(D) .
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Доказательство. 1) Из условия f ∈ W 1Kp(z) следует, по теореме 2.2.22, K–
дифференцируемость функционала (3.8). Поэтому, в силу K–леммы Ферма
(теорема 3.1.3), в точке K–экстремума y(·) основного вариационного функ-
ционала Φ выполнено равенство Φ′K(y)h = 0 при любом h ∈ W 1,р(D). Это
означает, по формуле (2.43), что ∀h ∈ W 1,р(D)

Φ′K(y)h =

∫
D

[
∂f

∂y
(x, y,∇y) · h+

∂f

∂z
(x, y,∇y) · ∇h

]
dx = 0 . (3.11)

2) Теперь отметим, что условие (∂f/∂z)(x, y,∇y) ∈ W 1,1(D) обеспечивает, в
частности, восстановление функций (∂f/∂zi)(x, y,∇y) через интеграл Лебе-
га от своих частных производных по xi (i = 1, n). Применяя формулу Гри-
на [3] ко второму слагаемому в (3.11) и, учитывая, что h

∣∣
∂D

= 0 ввиду гра-
ничного условия (3.9), получаем:

Φ′K(y)h =

∫
D

∂f

∂y
(x, y,∇y)hdx+

N∑
i=1

∫
D

∂f

∂zi
(x, y,∇y) · ∂h

∂xi
dx

 =

=

∫
D

∂f

∂y
(x, y,∇y)hdx+

N∑
i=1

[∮
∂D

h · ∂f
∂zi

(x, y,∇y) cos(−→n ,−→ei )dl−

−
∫
D

∂

∂xi

(
∂f

∂zi
(x, y,∇y)

)
hdx

]
= 0 , (3.12)

где −→n =
N∑
k=1

cos(−→n ,−→ek )−→ek– внешняя нормаль к D. Поскольку криволинейный

интеграл в (3.12) обращается в нуль, то получаем:

Φ′K(y)h =

∫
D

∂f∂y (x, y,∇y)−
N∑
i=1

∂

∂xi

(
∂f

∂zi
(x, y,∇y)

)
︸ ︷︷ ︸

L(f)(y)

 · hdx = 0 . (3.13)

3) Покажем теперь, что тождество (3.13) влечет равенство L(f)(y) = 0

п.в. на D. Допустим противное; тогда L(f)(y)(x0) 6= 0 в некоторой точке
x0 ∈ D аппроксимативной непрерывности L(f)(y). Пусть, для определенно-
сти, L(f)(y)(x0) > 0. Тогда, для достаточно малых δ > 0,∫

Oδ(x0)

L(f)(y)dx > 0 ,
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где Oδ(x0) — δ–окрестность точки x0. Выберем δ′ < δ настолько близкое к δ,
чтобы ∫

A

L(f)(y)dx <

∫
Oδ′(x0)

L(f)(y)dx , (3.14)

где множество A = Oδ(x0)\Oδ′(x0). Положим теперь

h(x) =


1 , если x ∈ Oδ′(x0)

0 , если x /∈ Oδ(x0) , h ∈ W 1,p
0 (D) .

«радиально линейна» , еслиx ∈ Oδ(x0)\Oδ′(x0)

Тогда ∫
D

L(f)(y)hdx =

∫
Oδ(x0)

L(f)(y)hdx =

∫
A

L(f)(y)hdx+

+

∫
Oδ′(x0)

L(f)(y)hdx =: I1 + I2.

При этом имеем, в силу (3.14):

|I1| ≤
∫
A

|L(f)(y)|dx <
∫

Oδ′(x0)

L(f)(y)dx = I2,

откуда
∫
D

L(f)(y)hdx > 0. Последнее неравенство противоречит усло-

вию (3.10).
4) Если, в частности, (∂f/∂z)(x, y, z) ∈ C1(D × Ry × RN

z ), то отображение f
локально удовлетворяет условию Липшица. Для y(·) ∈ W 2,р(D) отображе-
ние x 7→ (x, y,∇y) принадлежит пространствуW 1,р(D). Отсюда следует, что
композиция (∂f/∂z)(x, y,∇y) принадлежит классу W 1,1(D), т.е. условие (ii)

теоремы выполнено.

Решения уравнения (3.10), при выполнении условия (ii) теоремы, назовем
K–экстремалями функционала (3.8)–(3.9) в пространстве W 1,р(D). Заме-
тим, что в точках аппроксимативной непрерывности ∇y равенство в уравне-
нии Эйлера–Остроградского заведомо выполнено.

3.2.2 Гладкость K–экстремалей вариационных функционалов
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Как хорошо известно ([26]), в классическом C1–случае при достаточно
общих условиях решение уравнения Эйлера–Остроградского (3.10) принад-
лежит классу C2. Поставим аналогичный вопрос в пространствах Соболева
W 1,р , p ∈ N : будет ли решение вариационного уравнения (3.10) принадле-
жать классу W 2,р , p ∈ N; будет ли оно, по крайней мере, обладать дополни-
тельными аналитическими свойствами?

Напомним формулу конечных приращений для функций нескольких пе-
ременных ([58]).

Лемма 3.2.2. Пусть F :
{
x+ λ ·∆x|0 ≤ λ ≤ 1

}
=: [x;x+ ∆x]→ R,

x = (x1, . . . , xN) ∈ RN , ∆x = (∆x1, . . . ,∆xN) ∈ RN . Если F дифференцируе-
ма на [x;x+ ∆x], то при некотором ξ ∈ (x;x+ ∆x):

F (x+ ∆x)− F (x) = (∇F (ξ),∆x). (3.15)

Наш основной результат не связан непосредственно с вариационным урав-
нением Эйлера–Остроградского и пространствами Соболева.

Теорема 3.2.3. Пусть D — компактная область в RN
x с липшицевой гра-

ницей; u = f(x, y, z), f : D × Ry × RN
z → R, — функция класса C2; функ-

ция y(·) : D → R всюду непрерывна и почти всюду дифференцируема на D.
Предположим, что
(i) градиент (∂f/∂z)(x, y,∇y) дифференцируем почти всюду на D;
(ii) гессиан (∂2f/∂z2)(x, y,∇y) невырожден почти всюду в D, т.е.

det((∂2f/∂z2)(x, y,∇y)) 6= 0 п. в..

Тогда функция y(·) дважды аппроксимативно дифференцируема почти всю-
ду на D, причем

∇2
ap(y)(x) ·∆x = ∇ap(∇y)(∆x) =

(
∂2f

∂z2
(x, y,∇y)

)−1

·

·
[
∇
(
∂f

∂z
(x, y,∇y)

)
·∆x− ∂2f

∂z∂x
(x, y,∇y) ·∆x−

(∇y,∆x)
∂2f

∂z∂y
(x, y,∇y)

]
. (3.16)
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Доказательство. Фиксируем i = 1, N и применим лемму 3.2.2 к функции

∂f

∂zi
= Fi(x, y, z) (3.17)

на векторном отрезке [(x, y, z); (x+ ∆x, y + ∆y, z + ∆z)] = [h;h+ ∆h]. По-
лучаем

∂f

∂zi
(x+ ∆x, y + ∆y, z + ∆z)− ∂f

∂zi
(x, y, z) =

(
∇
(
∂f

∂zi
(ξ)

)
,∆h

)
, (3.18)

при некотором ξ ∈ [h;h+ ∆h]. Фиксируем точку x ∈ D существования и ап-
проксимативной непрерывности ∇y, в которой выполнены условия (i)–(ii)

теоремы. Выберем подмножество Ai в D, имеющее x своей точкой плотно-
сти, так чтобы ∇y(x+ ∆x)→ ∇y(x) при стремлении x+ ∆x→ x вдоль Ai.
Подставим в (3.18) ∆y = y(x+ ∆x)− y(x), ∆z = ∇y(x+ ∆x)−∇y(x). При
этом ∆y → 0 при ∆x→ 0 по непрерывности y(·), ∆z → 0 при x+ ∆x→ x

вдоль Ai ввиду аппроксимативной непрерывности ∇y в точке x. Таким об-
разом, мы получаем

∂f

∂zi
(x+ ∆x, y + ∆y, z + ∆z)− ∂f

∂zi
(x, y, z) =

=

(
∂2f

∂zi∂x
(ξ),∆x

)
+

∂2f

∂zi∂y
(ξ) ·∆y +

(
∂2f

∂zi∂z
(ξ),∆(∇y)

)
.

Используя обозначение (3.17), имеем

Fi(x+ ∆x)− Fi(x) =(
∂2f

∂zi∂x
(ξ),∆x

)
+

∂2f

∂zi∂y
(ξ)∆y +

(
∂2f

∂zi∂z
(ξ),∆(∇y)

)
. (3.19)

Выделяя в (3.19) главную линейную часть, получаем

Fi(x+ ∆x)− Fi(x) = (∇Fi,∆x) + o(‖∆x‖) =

(
∂2f

∂zi∂x
(ξ),∆x

)
+

+
∂2f

∂zi∂y
(ξ)·((∇y,∆x) + o(‖∆x‖))+

(
∂2f

∂zi∂z
(ξ), (∇ap(∇y) ·∆x+ o (‖∆x‖))

)
=

=


 ∂2f

∂zi∂x
(x) +

(
∂2f

∂zi∂x
(ξ)− ∂2f

∂zi∂x
(x)

)
︸ ︷︷ ︸

o(1)

 ,∆x
+
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+

 ∂2f

∂zi∂y
(x) +

(
∂2f

∂zi∂y
(ξ)− ∂2f

∂zi∂y
(x)

)
︸ ︷︷ ︸

o(1)

 · ((∇y,∆x) + o(‖∆x‖)) +

+


 ∂2f

∂zi∂z
(x) +

(
∂2f

∂zi∂z
(ξ)− ∂2f

∂zi∂z
(x)

)
︸ ︷︷ ︸

o(1)

 , (∇ap(∇y)∆x+ o(‖∆x‖))

 =

=

([
∂2f

∂zi∂x
(x) + α(ξ, x)

]
,∆x

)
+

[
∂2f

∂zi∂y
(x) + β(ξ, x)

]
·((∇y,∆x) + o(‖∆x‖)) +

+

([
∂2f

∂zi∂z
(x) + γ(ξ, x)

]
, (∇ap(∇y)∆x+ o(‖∆x‖))

)
,

где α(ξ, x)→ 0, β(ξ, x)→ 0, γ(ξ, x)→ 0 при ∆x→ 0 вдоль (Ai − x).
Отбрасывая малые члены, приходим к существованию градиента Fi от x

и, следовательно, к равенству

(∇Fi,∆x)︸ ︷︷ ︸
dFi(·,∆x)

=

=

(
∂2f

∂zi∂x
(x),∆x

)
+

∂2f

∂zi∂y
(x)·(∇y,∆x)+

(
∂2f

∂zi∂z
(x),∇ap(∇y) ·∆x

)
. (3.20)

2) Заметим теперь, что множество A =
N⋂
i=1

Ai также имеет x своей точкой

плотности. Таким образом, при ∆x→ 0 вдоль (Ai − x) равенства (3.20) вы-
полнены ∀ i = 1, N , и мы приходим к системе{

(∇Fi,∆x)−
(
∂2f

∂zi∂x
(x),∆x

)
− ∂2f

∂zi∂y
(x)(∇y,∆x) =

=

(
∂2f

∂zi∂z
(x), (∇ap(∇y),∆x)

)}N
i=1

. (3.21)

Введем матрицы

A =

(
∇Fi −

∂2f

∂zi∂x
(x)− ∂2f

∂zi∂y
(x) · ∇y

)N
i=1

, B =

(
∂2f

∂zi∂z
(x)

)N
i=1

.

Тогда система (3.21) запишется в виде:

A ·∆x = B · (∇ap(∇y) ·∆x) .
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Отсюда

∇2
ap(y) ·∆x = ∇ap(∇y) ·∆x = B−1 · (A ·∆x) = (B−1 · A) ·∆x ,

т.е.

∇2
ap(y)(x) ·∆x = ∇ap(∇y)(x) ·∆x =

(
∂2f

∂z2
(x, y,∇y)

)−1

·

·
[
∇
(
∂f

∂z
(x, y,∇y)

)
·∆x− ∂2f

∂z∂x
(x, y,∇y) ·∆x− (∇y,∆x)

∂2f

∂z∂y
(x, y,∇y)

]
.

Последнее выражение можно переписать в матричной форме:

∇2
ap(y)(x) =

(
∂2f

∂z2
(x, y,∇y)

)−1

·

·
[
∇
(
∂f

∂z
(x, y,∇y)

)
− ∂2f

∂z∂x
(x, y,∇y)− (∇y, ·) ∂

2f

∂z∂y
(x, y,∇y)

]
. (3.22)

Получим теперь, как приложение теоремы 3.2.3 к уравнению Эйлера–
Остроградского (3.10), результат об определенном усилении гладкости K–
экстремали.

Следствие 3.2.4. Пусть, в предположениях теоремы 3.2.3, функция
y(·) ∈ W 1,p(D), y

∣∣
∂D

= y0, — K–экстремаль функционала (3.8)–(3.9). То-
гда, в тех точках x ∈ D, где градиент ∇y(x) аппроксимативно непрерывен
(это выполнено почти всюду в D в силу теоремы о п.в. аппроксимативной
непрерывности любой измеримой функции [9]) и гессиан (∂2f/∂z2)(x, y,∇y)

невырожден, функция следа

Tr

(
∂2f

∂z2
(x, y,∇y) · ∇2

ap(y)(x)

)
также аппроксимативно непрерывна, причем справедливо равенство

Tr

(
∂2f

∂z2
(x, y,∇y) · ∇2

ap(y)(x)

)
=

=
∂f

∂y
(x, y,∇y)− Tr

(
∂2f

∂z∂x
(x, y,∇y) + (∇y, ·) · ∂

2f

∂z∂y
(x, y,∇y)

)
. (3.23)
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Доказательство. Умножая равенство (3.22) слева на (∂2f/∂z2)(x, y,∇y),
получим

∂2f

∂z2
(x, y,∇y) · ∇2

ap(y)(x) =

= ∇
(
∂f

∂z
(x, y,∇y)

)
− ∂2f

∂z∂x
(x, y,∇y)− (∇y, ·) · ∂

2f

∂z∂y
(x, y,∇y) . (3.24)

Применяя операцию следа к равенству (3.24), мы получаем равенство

Tr

(
∇
(
∂f

∂z
(x, y,∇y)

))
=

n∑
i=1

∂

∂xi

(
∂f

∂zi
(x, y,∇y)

)
.

Отсюда, в силу обобщенного уравнения Эйлера–Остроградского (3.10), по-
лучаем равенство (3.23). В силу аппроксимативной непрерывности правой
части (3.23) в тех точках, где градиент ∇y(x) аппроксимативно непрерывен,
функция следа

Tr

(
∂2f

∂z2
(x, y,∇y) · ∇2

ap(y)(x)

)
также аппроксимативно непрерывна в соответствующих точках.

Предыдущие результаты могут быть существенно улучшены в предложе-
нии п.в. непрерывности градиентаK–экстремали. В частности, мы приходим
уже к повторной дифференцируемости п.в. K–экстремали (т.е., к п.в. диф-
ференцируемости обычного градиента K–экстремали).

Теорема 3.2.5. Пусть, в предположениях теоремы 3.2.3, градиент ∇y(x)

непрерывен п.в. на D. Тогда справедливы следующие утверждения:
(i) ∇2(y)(x) существует п.в. на D; при этом

∇2(y)(x) =

(
∂2f

∂z2
(x, y,∇y)

)−1

·

·
(
∇
(
∂f

∂z
(x, y,∇y)

)
− ∂2f

∂z∂x
(x, y,∇y)− (∇y, ·) ∂

2f

∂z∂y
(x, y,∇y)

)
. (3.25)

(ii) Формула для функции следа Tr
(
(∂2f/∂z2)(x, y,∇y) · ∇2(y)(x)

)
имеет

вид
Tr

(
∂2f

∂z2
(x, y,∇y) · ∇2(y)(x)

)
=

= Tr

(
∇
(
∂f

∂z
(x, y,∇y)

))
−Tr

(
∂2f

∂z∂x
(x, y,∇y) + (∇y, ·) · ∂

2f

∂z∂y
(x, y,∇y))

)
.

(3.26)
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(iii) В частности, eсли y(·) удовлетворяет уравнению Эйлера–Острог-
радского (3.10), то в тех точках из D, где ∇y непрерывен, функция
Tr
(
(∂2f/∂z2)(x, y,∇y) · ∇2(y)(x)

)
также непрерывна и формула (3.23)

принимает вид (почти всюду в D):

Tr

(
∂2f

∂z2
(x, y,∇y) · ∇2(y)(x)

)
=

=
∂f

∂z
(x, y,∇y)− Tr

(
∂2f

∂z∂x
(x, y,∇y) + (∇y, ·) · ∂

2f

∂z∂y
(x, y,∇y)

)
. (3.27)

Доказательство. (i) В (3.19), выделяя главную линейную часть и перехо-
дя к пределу при произвольном стремлении к нулю ∆x, получаем систему
уравнений вида{

(∇Fi,∆x)− (
∂2f

∂zi∂x
(x),∆x)− ∂2f

∂zi∂y
(x) · (∇y,∆x) =

=

(
∂2f

∂zi∂x
(x),∇(∇y) ·∆x

)}n
i=1

. (3.28)

Из (3.28) имеем равенство (3.25).
(ii) Из (3.25) нетрудно получить формулу следа (3.26), умножая обе ча-

сти (3.25) на (∂2f/∂z2)(x, y,∇y) · ∇2(y)(x) и переходя к следам.
(iii) В частности, если y(·) будет удовлетворять уравнению Эйлера–

Остроградского (3.10), то (3.26) примет вид (3.27), причем функция

Tr

(
∂2f

∂z2
(x, y,∇y) · ∇2(y)(x)

)
будет непрерывна (п.в. на D) в тех точках, где ∇y(x) непрерывен.

Рассмотрим важный частный случай интегранта вариационного функци-
онала, когда возможно предъявить формулы для взвешенного и обычного
лапласиана K–экстремалей y(·).

Следствие 3.2.6. Пусть, в условиях теоремы 3.2.5 для W 1,2(D), функция
f задана формулой

f(x, y, z) = P (x, y) +Q(x, y) · (z) +R(x, y) · (z)2 .

Предположим, что коэффициенты

P : D×Ry → R , Q : D×Ry → L1(RN
z ) ∼= RN , R : D×Ry → L2(RN

z ) ∼= MN(R) ,
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(здесь MN(R) — множество матриц N ×N над полем R) и градиент ∇y
непрерывны п.в. на D. Тогда выполнены следующие утверждения.
(i) Функция следа (3.26) принимает вид

Tr
(
R(x, y) · ∇2(y)(x)

)
= Tr

(
∇(

∂f

∂z
(x, y,∇y))

)
−

−Tr
(
∂2f

∂z∂x
(x, y,∇y) + (∇y, ·) · ∂

2f

∂z∂y
(x, y,∇y))

)
. (3.29)

Кроме того, в частном случае диагональной матрицы
R(x, y) = diag(ρii(x, y))ni=1 представление (3.29) перепишется в виде

Tr
(
R(x, y) · ∇2(y)(x)

)
=

n∑
i=1

ρii(x, y) · ∂
2y

∂x2
i

=: ∆ρy(x) =

= Tr

(
∇(

∂f

∂z
(x, y,∇y))

)
− Tr

(
∂2f

∂z∂x
(x, y,∇y) + (∇y, ·) · ∂

2f

∂z∂y
(x, y,∇y))

)
.

(3.30)
Здесь ∆ρy — лапласиан функции y с весом (ρii(x, y))ni=1. В частности, в
случае единичной матрицы R(x, y) ≡ E, мы приходим к следующему пред-
ставлению лапласиана ∆y

∆y(x) = Tr

(
∇(

∂f

∂z
(x, y,∇y))

)
−

−Tr
(
∂2f

∂z∂x
(x, y,∇y) + (∇y, ·) · ∂

2f

∂z∂y
(x, y,∇y))

)
. (3.31)

(ii) Пусть y(·) — K–экстремаль вариационного функционала (3.8)–(3.9) и
градиент ∇y непрерывен п.в. на D. Тогда лапласиан с весом ∆ρy и обычный
лапласиан ∆y также непрерывны п.в. на D. Кроме того, правые части
представлений (3.30)–(3.31) примут вид

∂f

∂y
(x, y,∇y)− Tr

(
∂2f

∂z∂x
(x, y,∇y) + (∇y, ·) · ∂

2f

∂z∂y
(x, y,∇y))

)
. (3.32)

Доказательство. Утверждение (i)–(ii) и формулы (3.29)–(3.31) следуют
непосредственно из теоремы 3.2.5.

Таким образом мы показали, что решение обобщенного уравнения
Эйлера–Остроградского обладает дополнительными аналитическими свой-
ствами. Тем не менее, вопрос о принадлежности K–экстремали к классу
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W 2,p, вообще говоря, решается отрицательно. Приведем соответствующий
пример.

Пример 3.2.7. Рассмотрим простейший вариационный функционал

Φ(y) =

∫
D

|∇y(x)|2dx,
(
y(·) ∈ W 1,2(D), D = [0; 1]× [0; 1]

)
.

Здесь f(x, y, z) = (yx1
)2 + (yx2

)2,
∂f

∂y
= 0;

∂f

∂z1
= 2yx1

;
∂f

∂z2
= 2yx2

;

∂

∂x1

(
∂f

∂z1

)
= 2yx1x1

;
∂

∂x2

(
∂f

∂z2

)
= 2yx2x2

. Отсюда, обобщенное уравнение

Эйлера–Остроградского принимает вид

yx1x1
+ yx2x2

п.в.
= 0. (3.33)

Пусть χ(t) — "канторова лестница"на [0; 1] (см., напр., [7]). Положим

y0(x) =

x1∫
0

χ(t)dt+

x2∫
0

χ(t)dt, 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1 .

Тогда (y0)x1
= χ(x1); (y0)x2

= χ(x2); (y0)x1x1
= χ′(x1) = 0 п.в. на [0; 1] ⊂ Rx1

;
(y0)x2x2

= χ′(x2) = 0 п.в. на [0; 1] ⊂ Rx2
. Отсюда y0(·) удовлетворяет уравне-

нию Эйлера–Остроградского (3.33). Однако, при этом, y0(·) /∈ W 2,2(D), т.к.
∇y0(·) /∈ W 1,2(D).

Таким образом, в отличие от классического вариационного C1–случая, су-
щественного повышения гладкости для K–экстремали в соболевском случае
не происходит.

3.3 Обобщенное необходимое условие Лежандра K–

экстремума вариационных функционалов в про-

странствах Соболева W 1,р , p ∈ N, над многомерной

областью

Получим аналог классического необходимого условия Лежандра экстре-
мума вариационного функционала в C1 (см. [26]) в случае K–экстремума в



76

пространстве Соболева W 1,р(D), где p ∈ N, D — компактная область в RN

с липшицевой границей ∂D. Ранее И. В. Орловым и Е. В. Божонок ([58])
данное условие было получено в пространстве W 1,2([a; b]). В ситуации мно-
гомерного K–вариационного исчисления, в отличие от одномерного случая,
обобщенное условие Лежандра для K–минимума выполняется в видоизме-
ненной форме. Дадим вначале определение полунеотрицательной квадра-
тичной формы.

Определение 3.3.1. Квадратичную форму ϕ на вещественном векторном

пространстве E назовём полунеотрицательной (ϕ
semi
≥ 0), eсли условие ϕ < 0

не выполняется, т.е. существует h ∈ E (h 6= 0) такое, что ϕ(h) ≥ 0.

Теорема 3.3.2. Пусть вариационный функционал (3.8)–(3.9) достигает
K–минимума в точке y(·) ∈ W 1,р(D). Кроме того, предположим, что
(i) интегрант f вейерштрассовского класса W 2Kp(z);
(ii) отображение

(
∂2f/∂y∂z

)
(x, y(x),∇y(x)) принадлежит пространству

Соболева W 1,1(D).
Тогда выполняется обобщенное необходимое условие Лежандра

∂2f

∂z2
(x, y(x),∇y(x))

semi
≥ 0 (3.34)

вдоль K–экстремали y(·) почти всюду на D.

Доказательство. Преобразуем вторую K–вариацию Φ :

Φ′′K(y)(h)2 =

∫
D

[∂2f

∂y2
(x, y,∇y)h2 + 2

N∑
i=1

∂2f

∂y∂zi
(x, y,∇y) · h · ∂h

∂xi
+

+
∂2f

∂z2
(x, y,∇y)(∇h)2

]
dx

(
h ∈ W 1,р(D)

)
. (3.35)

Для этого мы используем теорему 2.2.30 о повторной K–дифференци-
руемости вариационного функционала Φ и условие (ii) настоящей теоремы.
Применяя формулу Грина ([3]) ко второму слагаемому в правой части (3.35),
ввиду граничного условия

(y|∂D = y0)⇒ (h|∂D = 0),
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получаем

Φ′′K(y)(h)2 =

∫
D

∂2f

∂y2
(x, y,∇y)h2 +

N∑
i=1

[∮
∂D

h2 · ∂
2f

∂y∂zi
(x, y,∇y) cos(−→n ,−→ei )dl−

−
∫
D

∂

∂xi

(
∂2f

∂y∂zi
(x, y,∇y)

)
h2dx

]
+

∫
D

∂2f

∂z2
(x, y,∇y) · (∇h)2dx =

=

∫
D

([∂2f

∂y2
(x, y,∇y)−

N∑
i=1

∂

∂xi

(
∂2f

∂y∂zi
(x, y,∇y)

)]
h2+

+

∫
D

∂2f

∂z2
(x, y,∇y) · (∇h)2

)
dx . (3.36)

Здесь −→n =
N∑
k=1

cos(−→n ,−→ek )ek — внешняя нормаль к ∂D. Допустим теперь,

что (3.34) не выполнено, т.е. на некотором подмножестве Ã1
0 ⊂ D, µÃ1

0 > 0

выполняется неравенство

ϕ(x) :=
∂2f

∂z2
(x, y(x),∇y(x)) < 0 (x ∈ Ã1

0) .

Последнее неравенство может быть переписан в виде

ψ(x, h̃) = ϕ(x) · (h̃)2 < 0

для любого x ∈ Ã1
0, h̃ ∈ Rn

z , ‖h̃‖ = 1. Выберем теперь компакт A1
0 ⊂ Ã1

0 по-
ложительной меры µA1

0 > 0. Применяя теорему Вейерштрасса к функции
ψ(x, h̃) на компакте A1

0 × (‖h̃‖ = 1), мы получаем неравенство

ψ(x, h̃) ≤ −k0 < 0 (∀x ∈ A1
0 , ‖h̃‖ = 1) ,

Отсюда, с учетом второго порядка однородности ψ по h̃, непосредственно
следует

ψ(x, h̃) ≤ −k0 · ‖h̃‖2 (∀x ∈ A1
0 , h̃ ∈ Rn

z ) .

Здесь k0 не зависит от выбора x ∈ A1
0 и h̃ ∈ Rn

z . В частности, это влечет

∂2f

∂z2
(x, y(x),∇y(x)) · (∇h(x),∇h(x)) ≤ −k2

0 · ‖∇h(x)‖2 (x ∈ A1
0) .
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Выберем множество A2
0 ⊂ D с µA2

0 > mesD − µA1
0 так, чтобы для любого

x ∈ A2
0 выполнялось неравенство

∂2f

∂y2
(x, y,∇y)−

N∑
i=1

∂

∂xi

(
∂2f

∂y∂zi
(x, y,∇y)

)
≤ C2

0 <∞ .

Тогда множество A0 := A1
0 ∩ A2

0 также имеет положительную меру.
Пусть теперь x0 — любая точка плотности A0 ([91]). Выберем окрестность

Oδ0(x0) (δ0 > 0) так, чтобы при δ < δ0 выполнялось неравенство

µ(A0 ∩ Oδ(x0))

µ(Oδ(x0))
> 1− ε0 (0 < ε0 < 1)

Построим функцию

h0(x) =


√
δ , при x = x0;

0 , при ‖x− x0‖ ≥ δ;

«радиально линейная» , при ‖x− x0‖ < δ.

В δ–окрестности 0 < ‖x− x0‖ < δ имеем

h2
0 ≤ δ, ∇h0 = (± 1√

δ
, . . . ,± 1√

δ
). (3.37)

Отсюда и из (3.36) находим

Φ′′K(y)(h0)
2 =

∫
D

([∂2f

∂y2
(x, y,∇y)−

N∑
i=1

∂

∂xi

(
∂2f

∂y∂zi
(x, y,∇y)

)]
h2

0+

+
∂2f

∂z2
(x, y,∇y)(∇h0)

2
)
dx ≤

∫
Oδ(x0)

([∂2f

∂y2
(x, y,∇y)−

−
N∑
i=1

∂

∂xi

(
∂2f

∂y∂zi
(x, y,∇y)

)]
h2

0 +
∂2f

∂z2
(x, y,∇y)(∇h0)

2
)
dx ≤

≤ C2
0 · δ · [(1− ε0) · 2δ + [(1− ε0) · 2δ ·

h

δ
· (−k2

0) =

= 2C2
0(1−ε0) ·δ2 +2 ·(1−ε0) ·h ·(−k2

0) < 0 при достаточно малом 0 < δ < δ0.

Наконец, использую формулу Тейлора второго порядка по направлению h0

мы получаем неравенство

Φ(y + th0)− Φ(y) < 0
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для достаточно малых t > 0. Следовательно, Φ не реализует минимума ни на
одном компактном эллипсоиде Cε ⊂ W 1,р(D), для которого Cε

⋂
R · h0 6= 0 .

Таким образом, Φ не имеет K–минимума в точке y(·), что противоречит
условию теоремы.

Рассмотрим пример двумерного вариационного функционала, имеющего
негладкую K–экстремаль, но удовлетворяющего обобщенному условию Ле-
жандра.

Пример 3.3.3. Рассмотрим вариационный функционал

Φ(y) =

1∫
−1

1∫
−1


√
y2
x1

+y2
x2∫

0

cos2t2dt

 dx1dx2

(y ∈ W 1,2(D), D = [−1; 1]× [−1; 1]).

1. В данном случае имеем

f(z1, z2) =

√
z2

1+z2
2∫

0

cos2t2dt.

Отсюда получаем

1)
∂f

∂zi
=

zi√
z2

1 + z2
2

· cos2(2(z2
1 + z2

2));

2)
∂2f

∂z2
i

= cos2(z2
1 + z2

2)
z2
i√

(z2
1 + z2

2)3
− sin 2(z2

1 + z2
2)

2z2
i√

z2
1 + z2

2

;

∂2f

∂zi∂zj
= − cos2(z2

1 + z2
2)

zi · zj√
(z2

1 + z2
2)3
− sin 2(z2

1 + z2
2)

2zi · zj√
z2

1 + z2
2

(i, j = 1, 2; i 6= j).

Введем отображение

ϕ(zi, zj) =
f(z1, z2)

z2
1 + z2

2

.

Так как
ϕ(∞) = ϕ′zi(∞) = ϕ′′zizj(∞) = 0, (i, j = 1, 2)

то джет (ϕ, ∂ϕ/∂z, ∂2ϕ/∂z2) удовлетворяет условию доминантной смешан-
ной гладкости. Отсюда f ∈ W 2K2(z). Кроме того, (∂f/∂z)(x, y,∇y) ∈
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W 1,1(D).
2. Очевидно, Φ(y) достигает минимума в любой точке y(·) ∈ W 1,2, удовле-
творяющей условию

|∇y|2 = y2
x1

+ y2
x2

=
π

2
+ πk п.в. (k ∈ Z).

Мы рассмотрим конкретную точку минимума

y0(x1, x2) =

√
π

4
(|x1|+ |x2|).

В нашем случае обобщенное уравнение Эйлера–Остроградского принимает
вид
∂

∂x1
(

z1√
z2

1 + z2
2

· cos2(2(z2
1 + z2

2))) +
∂

∂x2
(

z2√
z2

1 + z2
2

· cos2(2(z2
1 + z2

2)))
п.в.
= 0 .

(3.38)
Так как

∂y0

∂xi
=

√
π

4
sgn xi (i = 1, 2), |∇y0|2 =

(
∂y0

∂x1

)2

+

(
∂y0

∂x2

)2

=
π

2
п.в.

то функция y0(·) удовлетворяет уравнению (3.38).
3. Наконец, в рассматриваемом случае мы получаем

∂2f

∂z2
(x, y0(x),∇y0(x))

п.в.
=

=

 y2
x2

cos2 |∇y|2

|∇y|3 − 2y2
x1

sin 2|∇y|2

|∇y| −yx2
yx1

cos2 |∇y|2
|∇y|3 − 2yx1

yx2
sin 2|∇y|2
|∇y|

−yx2
yx1

cos2 |∇y|2
|∇y|3 − 2yx1

yx2
sin 2|∇y|2
|∇y|

y2
x1

cos2 |∇y|2

|∇y|3 − 2y2
x2

sin 2|∇y|2

|∇y|

 .

Откуда на K–экстремали y0(·)

∂2f

∂z2
(x, y0(x),∇y0(x))

п.в.
= 2π ·

(
0 0

0 0

)
semi
≥ 0 п.в. на D.

Таким образом, y0 удовлетворяет обобщенному необходимому условию Ле-
жандра, при этом классическое условие Лежандра не выполняется в связи с
негладкостью экстремали.

Выводы. Получен аналог классического необходимого условия локаль-
ного экстремума — обобщенное уравнение Эйлера–Остроградского для K–
экстремалей в пространствах СоболеваW 1,p(D), p ∈ N, где D — компактная
область в RN с липшицевой границей.
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Доказано, что решение обобщенного вариационного уравнения Эйлера–
Остроградского в пространствах W 1,p , p ∈ N, обладает дополнительны-
ми аналитическими свойствами. Тем не менее, в отличие от классическо-
го вариационного C1–случая, существенного повышения гладкости для K–
экстремалей не происходит.

Получен аналог классического необходимого условия Лежандра локаль-
ного экстремума вариационного функционала в C1 — обобщенное необхо-
димое условие Лежандра для K–минимума вариационных функционалов в
пространствах Соболева W 1,p(D), p ∈ N.

Рассмотрен ряд примеров.
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ГЛАВА 4

Достаточные условия компактного экстремума

вариационных функционалов в шкале пространств

Соболева над многомерной областью

4.0 Введение

Классическая схема исследования на локальный экстремум одномерного ва-
риационного функционала в пространстве C1, как известно [3],[91], пред-
полагает решение уравнения Эйлера–Лагранжа и проверку для найденной
экстремали усиленного условия Лежандра и условия Якоби отсутствия со-
пряженных точек для уравнения Якоби.

С помощью компактной техники достаточное условие Лежандра–Якоби
в [12], [58] удалось перенести на случай K–экстремума вариационного функ-
ционала в пространстве Соболева W 1,2 над отрезком [a; b]. Кроме того,
в [12], [58] получено еще одно достаточное условие K–экстремума вариа-
ционного функционала в W 1,2([a; b]) : условие в терминах гессиана подын-
тегральной функции. Обзор соответствующих результатов приведен в п. 4.1
данной главы.

При переходе к рассмотрению вариационного функционала в произволь-
ном пространстве Соболева W 1,p(D), p ∈ N, над произвольной многомер-
ной компактной областью с липшицевой границей D ⊂ RN , N ∈ N, условие
Якоби отсутствия сопряженной точки трансформируется в условие отсут-
ствия сопряженной подобласти для уравнения Якоби. Последний шаг явля-
ется наиболее трудоемким. В этой связи, в работе [17] получено достаточное
условие K–экстремума вариационных функционалов в W 1,p(D), p ∈ N, в
терминах гессиана подынтегральной функции. Эти результаты составляют
основное содержание настоящей главы и изложены в п. 4.2.

С использованием найденных ранее как необходимых так и достаточные
условия K–экстремума вариационных функционалов в W 1,p(D), p ∈ N, где
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D — компактная область в RN с липшицевой границей, в п. 4.3 приведе-
ны классы и примеры вариационных функционалов имеющих нелокальные
компактные экстремумы в W 1,p(D), p ∈ N (см. [11]).

4.1 Достаточные условия K–экстремума вариационно-

го функционала в пространстве Соболева W 1,2 над

отрезком: обзор результатов

Дальнейшие результаты представляют собой обзор работ [58], [12], где были
получены достаточные условия K–экстремума вариационного функционала

Φ(y) =

b∫
a

f(x, y, y′)dx, y(·) ∈ W 1,2([a; b]), (4.1)

при граничных условиях:

y(a) = y1, y(b) = y2 . (4.2)

В [16] был получен аналог для случая вариационного функционала (4.1)–
(4.2) классического достаточного условия Лежандра–Якоби в C1.

Теорема 4.1.1. Пусть f : [a; b]× R2 → R, f ∈ W 2K2(z), y(·) — K–экст-
ремаль функционала (4.1) в W 1,2([a; b]) при граничных условиях (4.2)
и функции (∂f/∂z)(x, y(x), y′(x)) и (∂2f/∂y∂z)(x, y(x), y′(x)) абсолютно
непрерывны на [a; b]. Если на K–экстремали y(·):

1) выполнено усиленное условие Лежандра, т.е.

∂2f

∂z2
(x, y(x), y′(x)) > 0 всюду на [a; b];

2) выполнено обобщенное условие Якоби, т.е. любое решение уравнения
Якоби

− d

dx

(
∂2f

∂z2
(x, y(x), y′(x))u′

)
+

[
− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y(x), y′(x))

)
+

+
∂2f

∂y2
(x, y(x), y′(x))

]
u
п.в.
= 0 (4.3)

в классе W 1,2([a; b]), удовлетворяющее начальным условиям u(a) = 0,
u′(a) = 1, не обращается в нуль при a < x ≤ b, то функционал Эйлера–
Лагранжа (4.1)–(4.2) имеет строгий K–минимум в точке y(·).
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Рассмотрим теперь достаточные условия K–экстремума функционала
Эйлера–Лагранжа (4.1)–(4.2) в пространстве Соболева W 1,2([a; b]) в терми-
нах гессиана подынтегральной функции. Этот результат существенно связан
с гильбертовой структурой пространства W 1,2([a; b]) и не имеет аналога в
классическом вариационном исчислении в C1.

Напомним, что гессиан (матрица Гессе) функции f(x, y, z) по переменным
(y, z) имеет вид

f ′′(yz) =

(
∂2f/∂y2 ∂2f/∂y∂z

∂2f/∂z∂y ∂2f/∂z2

)
.

Применение классического достаточного условия локального экстремума в
гильбертовом пространстве ([43]) приводит к аналогичному достаточному
условию K–экстремума.

Теорема 4.1.2. Пусть H — гильбертово пространство, функционал
Φ : H → R дважды K–дифференцируем в точке y ∈ H. Если:

1) Φ′K(y) = 0 (K–лемма Ферма);
2) Φ′′K(y)� 0(modK) (соответственно, Φ′′K(y)� 0(modK))
(усиленное K–условие Лежандра);

то Φ имеет строгий K–минимум (соответственно, строгий K–макси-
мум) в точке y.

Из теоремы (4.1.2) вытекает следующая

Теорема 4.1.3. Пусть f : [a; b]× R2 → R, f ∈ W 2K2(z), y(·) — K–экстре-
маль функционала (4.1) в W 1,2([a; b]) при граничных условиях (4.2) и функ-
ция (∂f/∂z)(x, y(x), y′(x)) абсолютно непрерывна на [a; b]. Если на K–экст-
ремали y(·) выполнено условие:

Φ′′K(y)� 0 (modK),

то функционал Эйлера–Лагранжа (4.1)–(4.2) имеет строгий K–минимум
в точке y(·).

Отсюда следует интересующий нас результат.

Теорема 4.1.4. Если, в условиях теоремы 4.1.3, на некоторой
K–экстремали y(·) матрица Гессе f ′′(yz)(x, y(x), y′(x)) (по переменным
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(y, z)) положительно определена при всех x ∈ [a; b], то функционал
Эйлера-Лагранжа (4.1)–(4.2) имеет строгий K–минимум в точке y(·).

В дальнейшем для нас будет необходимо вспомогательное утверждение об
операторных матрицах.

Теорема 4.1.5. ([147], Lemma 3.8) Пусть H1, H2 — вещественные сепара-
бельные гильбертовы пространства, B = (Bij : Hj → Hi)

2
i,j=1 — самосопря-

женный линейный непрерывный оператор в H1 ×H2 (B11 = B∗11, B22 = B∗22,
B12 = B∗21). Оператор B положительно определен на H1 ×H2 (B � 0)

тогда и только тогда, когда
1) B11 � 0, B22 � 0;
2) ∆2

1(B) := B11 −B12 ·B−1
22 ·B21 � 0,

∆1
2(B) := B22 −B21 ·B−1

11 ·B12 � 0.

Операторы ∆2
1(B), ∆1

2(B) хорошо известны в анализе и называются до-
полнениями Шура операторной матрицы B. Соответствующие достаточные
условия (теорема 4.1.4) для вариационного функционала (4.1)–(4.2) в терми-
нах гессиана подынтегральной функции f , с учетом теоремы 4.1.5 принима-
ют следующий вид.

Теорема 4.1.6. Пусть f : [a; b]× R2 → R, f ∈ W 2K2(z), y(·) — K–экстре-
маль функционала (4.1) в W 1,2([a; b]) при граничных условиях (4.2) и функ-
ция (∂f/∂z)(x, y(x), y′(x)) абсолютно непрерывна на [a; b]. Если на K–экст-
ремали y(·) при всех x ∈ [a; b] выполнены условия:

1) (∂2f/∂y2)(x, y, y′) > 0, (∂2f/∂z2)(x, y, y′) > 0;

2) (∂2f/∂y2)(x, y, y′) · (∂2f/∂z2)(x, y, y′)−

−
(
(∂2f/∂y∂z)(x, y, y′)

)2
> 0,

то вариационный функционал (4.1)–(4.2) имеет строгий K–минимум в
точке y(·).

Отметим, что в этой теореме (по аналогии с теоремой 3.1.4) условия
∂f/∂z ∈ C1 и y(·) ∈ W 2,2 также обеспечивают абсолютную непрерывность
функции (∂f/∂z)(x, y, y′).
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4.2 Достаточные условия K–экстремума в терминах

гессиана подынтегральной функции в простран-

ствах Соболева W 1,р , p ∈ N, над многомерной обла-

стью

Еще раз отметим, что перенос условия Якоби на многомерный случай (а
именно, переход к условию отсутствия сопряженной подобласти в D, в ко-
торой при нулевом граничном условии уравнение Якоби имеет ненулевое
решение) оказался затруднительным. Эта задача в пространстве C1 была
окончательно решена только в 60-х–70-х годах XX века усилиями ряда вы-
дающихся математиков (см., например, [36], [142]). При этом, в отличие от
одномерного случая, многомерное условие Якоби приняло неалгоритмиче-
скую форму, делающую его практическое применение крайне затруднитель-
ным.

Поэтому мы поставили себе задачу получения многомерного аналога до-
статочного условия K–экстремума в терминах гессиана подынтегральной
функции для вариационного функционала

Φ(y) =

∫
D

f(x, y,∇y)dx, y(·) ∈ W 1,р(D), p ∈ N, p ≥ 2, (4.4)

при дополнительном граничном условии

y
∣∣
∂D

= y0, (4.5)

где y0 ∈ W 1,p(∂D), D — компакт в RN с липшицевой границей ∂D.
Этот результат существенно связан с гильбертовой структурой простран-

ства, поэтому он будет получен вW 1,2(D) и перенесен на случай пространств
Соболева W 1,p(D), p ≥ 2. Аналогично одномерной ситуации, достаточное
условие в терминах гессиана не имеет аналога в классическом вариацион-
ном исчислении в C1.

Из достаточного условия K–минимума для дважды K–диф-
ференцируемых функционалов (теорема 4.1.2) вытекает следующая

Теорема 4.2.1. Пусть y(·) — K–экстремаль функционала (4.4)–(4.5) в
W 1,2(D). Предположим, что
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(i) интегрант f принадлежит вейерштрассовскому классу W 2K2(z);
(ii) отображение (∂f/∂z)(x, y,∇y) принадлежит пространству Соболева
W 1,1(D).
Если наK–экстремали y(·) выполнено условие Φ′′K(y)� 0(modK), то функ-
ционал (4.4)–(4.5) имеет строгий K–минимум в точке y(·).

Отсюда следует

Теорема 4.2.2. Если, в условиях теоремы 4.1.3, при p = 2, на некоторой
K–экстремали y(·) матрица Гессе

Hyzf(x, y(x),∇y(x)) =

(
∂2f/∂y2 (∂/∂z)(∂f/∂y)

(∂/∂y)(∂f/∂z) ∂2f/∂z2

)∣∣∣∣
(x,y(x),∇y(x))

положительно определена при всех x ∈ D, то функционал (4.4)–(4.5) име-
ет строгий K–минимум в точке y(·).

Доказательство. Согласно известному критерию положительности
(см. [102]), для каждого x ∈ D существует такое α(x) > 0 , что

Hyzf(x, y,∇y) · (h1,∇h2)
2 =

∂2f

∂y2
h2

1 + 2

(
∂

∂z

(
∂f

∂y

)
,∇h2

)
· h1+

+

(
∂2f

∂z2
· ∇h2,∇h2

)
≥ α(x) ·

(
|h1|2 + ‖∇h2‖2

)
для всех (h1,∇h2) ∈ R× Rn, где α(x) — непрерывна. Используя компакт-
ность D, получаем α(x) ≥ α > 0 при всех x ∈ D. Следовательно,

∂2f

∂y2
h2(x) + 2

(
∂

∂z

(
∂f

∂y

)
,∇h(x)

)
· h(x) +

(
∂2f

∂z2
· ∇h(x),∇h(x)

)
≥

≥ α(x) ·
(
|h(x)|2 + ‖∇h(x)‖2

)
для всех x ∈ D и h(·) ∈ W 1,2

0 (D).
Отсюда и из равенства

Φ′′K(y)(h)2 =

∫
D

[
∂2f

∂y2
(x, y,∇y)h2 + 2

(
∂

∂z

(
∂f

∂y
(x, y,∇y)

)
,∇h

)
· h+

+

(
∂2f

∂z2
(x, y,∇y) · ∇h,∇h

)]
dx
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cледует

Φ′′K(y)(h)2 ≥ α(x) ·

∫
D

|h(x)|2dx+

∫
D

‖∇h(x)‖2dx

 = α · ‖h‖2
W 1,2(D),

т.е. Φ′′K(y)� 0. Следовательно Φ′′K(y)� 0 (modK), откуда по теореме 4.2.1
функционал Φ имеет строгий K–минимум в точке y(·).

Теперь теорему 4.2.2) с учетом теоремы 4.1.5 можно переписать в следу-
ющем виде.

Теорема 4.2.3. Пусть y(·) — K–экстремаль функционала (4.4) при p = 2

в W 1,2(D) при граничном условии (4.5). Предположим, что
(i) интегрант f принадлежит вейерштрассовскому классу W 2K2(z);
(ii) (∂f/∂z)(x, y,∇y) ∈ W 1,1(D).
Если на K–экстремали y(·) при всех x ∈ D выполнены условия
1)
(
∂2f/∂y2

)
(x, y,∇y) > 0;

2)
(
∂2f/∂z2

)
(x, y,∇y)� 0;

3)
(
∂2f/∂y2

)
(x, y,∇y)− (∂/∂z) (∂f/∂y)(x, y,∇y) ·

((
∂2f/∂z2

)
(x, y,∇y)

)−1 ·
· (∂/∂y) (∂f/∂z)(x, y,∇y) > 0;

4)
(
∂2f/∂y2

)
(x, y,∇y) ·

(
∂2f/∂z2

)
(x, y,∇y)− (∂/∂y) (∂f/∂z)(x, y,∇y)·

· (∂/∂z) (∂f/∂y)(x, y,∇y)� 0,
то вариационный функционал (4.4)–(4.5) имеет строгий K–минимум в
точке y(·).

Доказательство. Согласно теореме 4.2.1, условия (1)–(4) теоремы 4.2.3 при-
водят к положительной определенности формы Hyzf(x, y,∇y) для всех
x ∈ D. Отсюда, применяя теорему 4.2.2, получаем, что вариационный функ-
ционал (4.4)–(4.5) имеет строгий K–минимум в точке y(·).

Отметим, что в условиях 2) и 4) теоремы 4.2.3 требуется положительная
определенность следующих матриц:

(
∂2f/∂z2

) ∣∣∣
(x,y,∇y)

=

 ∂2f/∂z2
1 · · · ∂2f/∂z1∂zn

... . . . ...
∂2f/∂zn∂z1 · · · ∂2f/∂z2

n


∣∣∣∣∣
(x,y,∇y)

� 0 ;
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(∂2f/∂y2) ·

(
∂2f/∂z2

)
− (∂/∂y) (∂f/∂z) · (∂/∂z) (∂f/∂y)

) ∣∣∣
(x,y,∇y)

=

=


∂2f
∂y2 · ∂

2f
∂z2

1
−
(

∂2f
∂y∂z1

)2

· · · ∂2f
∂y2 · ∂2f

∂z1∂zn
− ∂2f

∂y∂z1
· ∂2f
∂y∂zn

∂2f
∂y2 · ∂2f

∂z2∂z1
− ∂2f

∂y∂z2
· ∂2f
∂y∂z1

· · · ∂2f
∂y2 · ∂2f

∂z2∂zn
− ∂2f

∂y∂z2
· ∂2f
∂y∂zn

· · · . . . · · ·
∂2f
∂y2 · ∂2f

∂zn∂z1
− ∂2f

∂y∂zn
· ∂2f
∂y∂z1

· · · ∂2f
∂y2 · ∂

2f
∂z2
n
−
(

∂2f
∂y∂zn

)2


∣∣∣∣∣
(x,y,∇y)

� 0 ,

проверяемая с помощью обычного критерия Сильвестра. Третье условие тео-
ремы 4.2.3 выглядит следующим образом:

∂2f

∂2y
− ∂2f

∂y∂z1
·

[
∂2f

∂y∂z1
·
(
∂2f

∂z2
1

)−
+ · · ·+ ∂2f

∂y∂zn
·
(

∂2f

∂zn∂z1

)−]
− · · ·

− ∂2f

∂y∂zn
·

[
∂2f

∂y∂z1
·
(

∂2f

∂z1∂zn

)−
+ · · ·+ ∂2f

∂y∂zn
·
(
∂2f

∂z2
n

)−] ∣∣∣∣∣
(x,y,∇y)

> 0 ,

где
(
(∂2f/∂zi∂zj)(x, y,∇y)

)−, i, j = 1, n — элементы обратной матрицы((
∂2f/∂z2

)
(x, y,∇y)

)−1.

Замечание 4.2.4. Полученный выше результат переносится на случай про-
странств Соболева W 1,p(D), p ≥ 2. При этом, ввиду непрерывности и плот-
ности вложения W 1,p(D) ↪→ W 1,2(D) (p ≥ 2), квадратичная форма продол-
жается с W 1,p на W 1,2.

Таким образом, имеет следующее достаточное условие для вариационного
функционала (4.4)–(4.5) в пространстве Соболева W 1,p(D) для p ≥ 2.

Теорема 4.2.5. Пусть y(·) — K–экстремаль функционала (4.4) в W 1,p(D)

(p ≥ 2) при граничном условии (4.5). Предположим, что
(i) интегрант f принадлежит вейерштрассовскому классу W 2Kp(z);
(ii) (∂f/∂z)(x, y,∇y) ∈ W 1,1(D).
Если на K–экстремали y(·) при всех x ∈ D выполнены условия
1)
(
∂2f/∂y2

)
(x, y,∇y) > 0;

2)
(
∂2f/∂z2

)
(x, y,∇y)� 0;

3)
(
∂2f/∂y2

)
(x, y,∇y)− (∂/∂z) (∂f/∂y)(x, y,∇y) ·

((
∂2f/∂z2

)
(x, y,∇y)

)−1 ·
· (∂/∂y) (∂f/∂z)(x, y,∇y) > 0;

4)
(
∂2f/∂y2

)
(x, y,∇y) ·

(
∂2f/∂z2

)
(x, y,∇y)− (∂/∂y) (∂f/∂z)(x, y,∇y)·
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· (∂/∂z) (∂f/∂y)(x, y,∇y)� 0,
то вариационный функционал (4.4)–(4.5) имеет строгий K–минимум в
точке y(·).

Пример 4.2.6. Рассмотрим функционал

Φ(y) =

∫
D

(
(y′x1

)2(x) · cos y′x1
(x) + (y′x2

)2(x) · cos y′x2
(x) + y2(x)

)
dx,

y ∈ W 1,2(D) ; D = [0; 1]× [0; 1] ⊂ R2 .

1) В этом случае имеем

f(y; z1, z2) = z2
1 · cos z1 + z2

2 · cos z2 + y2 .

Отсюда получаем

∂f

∂y
= 2y;

∂2f

∂y2
= 2;

∂2f

∂y∂z1
=

∂2f

∂y∂z2
= 0;

∂f

∂zi
= 2zi ·cos zi+z

2
i ·(− sin zi);

∂2f

∂z2
i

= 2 cos zi−4zi sin zi−z2
i cos zi; (i = 1, 2)

∂2f

∂z1∂z2
=

∂2f

∂z2∂z1
= 0.

Очевидно, что f принадлежит вейерштрассовскому классу W 2K2(z) .
2) Обобщенное уравнение Эйлера–Остроградского принимает вид

2y − 2y′′x2
1
cos y′x1

+ 4y′x1
· y′′x2

1
· sin y′x1

+ (y′x1
)2 · y′′x2

1
· cos y′x1

−

−2y′′x2
2
cos y′x2

+ 4y′x2
· y′′x2

2
· sin y′x2

+ (y′x2
)2 · y′′x2

2
· cos y′x2

п.в.
= 0 на D. (4.6)

Таким образом, функция y0(x) ≡ 0 удовлетворяет уравнению (4.6), т.е.
является K–экстремалью.
3) Наконец, проверим выполнение условий (1)–(4) теоремы 4.2.3.
Отметим вначале, что на K–экстремали y0(x) ≡ 0 функция
(∂f/∂z)(x, y0(x),∇y0(x)) ∈ W 1,1(D).

1)
(
∂2f/∂y2

) ∣∣∣
y0

≡ 2 > 0; 2) (∂2f/∂z2)
∣∣∣
y0

=

(
2 0

0 2

)
� 0;

3)
(
∂2f/∂y2

)
− (∂/∂z) (∂f/∂y) ·

((
∂2f/∂z2

))−1 · (∂/∂y) (∂f/∂z)
∣∣∣
y0

=
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= 2−
(

0 0
)
·

(
2 0

0 2

)
·

(
0

0

)
= 2 > 0;

4)
(
∂2f/∂y2

)
·
(
∂2f/∂z2

)
− (∂/∂y) (∂f/∂z) · (∂/∂z) (∂f/∂y)

∣∣∣
y0

=

= 2 ·

(
2 0

0 2

)
−

(
0

0

)
·
(

0 0
)

=

(
4 0

0 4

)
� 0.

Таким образом, в силу теоремы 4.2.3, вариационный функционал Φ(y) имеет
строгий K–минимум в W 1,2(D) в точке y0(·) ≡ 0.

4.3 Классы вариационных функционалов, имеющих

нелокальный компактный экстремум в W 1,p , p ∈ N,
над многомерной областью

Теперь перейдем к рассмотрению классов вариационных функционалов в
пространствах Соболева W 1,p(D), p ∈ N, над многомерной компактной об-
ластью с липшицевой границей D ⊂ RN , N ∈ N, которые будут иметь нело-
кальный компактный экстремум в нуле.

Нами разработана следующая схема исследования вариационного функ-
ционала на нелокальныйK–экстремум. Сначала мы проверяем тот факт, что
y0(·) ≡ 0 является K–экстремалью соответствующего функционала, т.е. удо-
влетворяет обобщенному уравнению Эйлера–Остроградского (3.10). Далее
на K–экстремали y0(·) ≡ 0 мы проверяем достаточное условие компактного
минимума в терминах гессиана подынтегральной функции (теорема 4.2.3).
На последнем этапе мы проводим исследование найденного K–минимума
y0(·) ≡ 0 на нелокальность.

Обобщая пример, рассмотренный Орловым И.В. и Божонок Е.В. (см. [58],
пример 5.1.4) на случай пространства Соболева над многомерной областью
рассмотрим т.н. "соболевскую квазинорму"

Пример 4.3.1.

Φ(y) =

∫
D

[
y2 + ϕ(∇y) · ‖∇y‖2

]
dx,

y(·) ∈ W 1,2(D), ϕ(·) ∈ W 2
K(z), D =

N∏
i=1

[0;T ], (4.7)
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при дополнительном граничном условии

y
∣∣
∂D
≡ 0. (4.8)

В нашем случае интегрант имеет вид

f(x, y, z) = y2 + ϕ(z) · ‖z‖2.

Найдем частные производные интегранта

∂f

∂y
= 2y;

∂2f

∂y2
= 2;

∂2f

∂y∂zi
=

∂2f

∂zi∂y
= 0;

∂f

∂zi
=
∂ϕ(z)

∂zi
· ‖z‖2 + 2ϕ(z) · zi;

∂2f

∂z2
i

=
∂2ϕ(z)

∂z2
i

· ‖z‖2 + 4
∂ϕ(z)

∂zi
· zi + 2ϕ(z);

∂2f

∂zi∂zj
=
∂2ϕ(z)

∂zi∂zj
· ‖z‖2 + 2

∂ϕ(z)

∂zi
· zj + 2

∂ϕ(z)

∂zj
· zi (i = 1, N, i 6= j).

Очевидно, что f принадлежит вейерштрассовскому классу W 2K2(z).
1. Вариационное уравнение Эйлера-Остроградского (3.10) для функцио-

нала (4.7)

2y −
N∑
i=1

∂

∂xi

[
∂ϕ(z)

∂zi
· ‖z‖2 + ϕ(z) · 2zi

]
п.в.
= 0. (4.9)

Таким образом, при граничном условии (4.8) функция y0(·) ≡ 0 удовлетво-
ряет уравнению (4.9), то есть является K–экстремалью функционала (4.7);
при этом Φ(y0) = 0.

2. Проверим теперь достаточное условие строгого K–минимума в ну-
ле в терминах гессиана подынтегральной функции для данного ва-
риационного функционала в пространстве Соболева W 1,2(D) (теоре-
ма 4.2.3). Отметим вначале, что на K–экстремали y0(x) ≡ 0 функция
(∂f/∂z)(x, y0(x),∇y0(x)) ∈ W 1,1(D).

Проверим выполнение условий (1)–(4) теоремы 4.2.3:
1)
(
∂2f/∂y2

) ∣∣∣
(x,0,0)

= 2 > 0;

2)
(
∂2f/∂z2

) ∣∣∣
(x,0,0)

=

 2ϕ(0) 0
. . .

0 2ϕ(0)

� 0 при требовании ϕ(0) > 0;
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3)
[(
∂2f/∂y2

)
− (∂/∂z) (∂f/∂y) ·

((
∂2f/∂z2

))−1 · (∂/∂y) (∂f/∂z)
] ∣∣∣

(x,0,0)
=

= 2 > 0;

4)
[(
∂2f/∂y2

)
·
(
∂2f/∂z2

)
− (∂/∂y) (∂f/∂z) · (∂/∂z) (∂f/∂y)

] ∣∣∣
(x,0,0)

=

=

 4ϕ(0) 0
. . .

0 4ϕ(0)

� 0 при требовании ϕ(0) > 0.

Таким образом, все условия достаточного условия в терминах гессиана

подынтегральной функции выполняются всюду на D =
N∏
i=1

[0;T ] при допол-

нительном требовании ϕ(0) > 0. Имеем, что функционал (4.7)–(4.8) имеет
строгий K–минимум при ϕ(0) > 0 в точке y0(·) ≡ 0.

3. Покажем, что функционал (4.7)–(4.8) не имеет локального экстрему-
ма в точке строгого K–минимума y0(x) ≡ 0 в пространстве W 1,2(D), где

D =
N∏
i=1

[0;T ] с учетом введенного требования ϕ(0) > 0.

Потребуем дополнительное условие перемены знака для ϕ:

ϕ(z0) ≤ −r0 < 0 (4.10)

для некоторого z0 = (z0
1, . . . z

0
N) ∈ RN .

Рассмотрим

yε(x1, . . . , xN) =


N∑
i=1

z0
i (xi − ε), D̃ = {x ∈ D | xi ≤ ε, i = 1, N};

0 , в остальных точках D

для достаточно малого ε > 0.
Очевидно, что yε ∈ W 1,2(D). Кроме того,

‖yε‖2
W 1,2 =

ε∫
0

· · ·
ε∫

0

( N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2

+
N∑
i=1

(z0
i )

2

 dx1 . . . dxN → 0

при ε→ 0.
Интегрант f вдоль функции yε принимает вид

f(x, yε,∇yε) =



94

=

 ϕ(z0
1, ...z

0
N) ·

N∑
i=1

(z0
i )

2 +

(
N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2

, D̃;

0 , в остальных точках D.

Отсюда следует

Φ(yε) = ϕ(z0
1, ...z

0
N) ·

N∑
i=1

(z0
i )

2 ·
ε∫

0

· · ·
ε∫

0

dx1 . . . dxN+

+

ε∫
0

· · ·
ε∫

0

(
N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2

dx1 . . . dxN = ϕ(z0
1, ...z

0
N) ·

N∑
i=1

(z0
i )

2 · εN+

+

ε∫
0

· · ·
ε∫

0

(
N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2

dx1 . . . dxN ≤

≤ −r0 ·
N∑
i=1

(z0
i )

2 · εN + o(εN) < 0 для достаточно малого ε > 0.

Таким образом, вариационный функционал (4.7)–(4.8) не достигает локаль-

ного минимума в нуле в пространствеW 1,2(D), гдеD =
N∏
i=1

[0;T ]. Полученные

выше результаты можно описать в следующей

Теорема 4.3.2. Рассмотрим вариационный функционал ("соболевскую ква-
зинорму")

Φ(y) =

∫
D

[
y2 + ϕ(∇y) · ‖∇y‖2

]
dx, y(·) ∈ W 1,2(D), D =

N∏
i=1

[0;T ],

где ϕ(·) ∈ W 2
K(z), при дополнительном граничном условии y

∣∣
∂D
≡ 0.

Тогда, в предположении ϕ(0) > 0 и при условии перемены знака для ϕ:

ϕ(z0) ≤ −r0 < 0

для некоторого z0 = (z0
1, . . . z

0
N) ∈ RN , вариационный функционал Φ(y) до-

стигает строгого нелокального K–минимума в нуле.

Простейшим примером соболевской квазинормы может быть

Φ(y) =

∫
D

[
y2 + cos(divxy) · ‖∇y‖2

]
dx, y(·) ∈ W 1,2(D), D =

N∏
i=1

[0;T ] .
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Здесь функция ϕ(z) = cos(z1 + . . .+ zN), ϕ ∈ W 2
K(z) в силу периодич-

ности и гладкости, ϕ(0) = cos(0 + . . .+ 0) = 1 > 0, ϕ(z0) = −1 < 0 для
z0 = ((π/N), . . . , (π/N)).

Обобщим пример 4.3.1, введя зависимость ϕ от y.

Пример 4.3.3. Рассмотрим

Φ(y) =

∫
D

[
y2 + ϕ(y,∇y) · ‖∇y‖2

]
dx,

y(·) ∈ W 1,2(D), ϕ(·) ∈ W 2
K(z), D =

N∏
i=1

[0;T ], (4.11)

при дополнительном граничном условии

y
∣∣
∂D
≡ 0. (4.12)

В нашем случае интегрант имеет вид

f(x, y, z) = y2 + ϕ(y, z) · ‖z‖2.

Найдем частные производные интегранта

∂f

∂y
= 2y +

∂ϕ

∂y
(y, z) · ‖z‖2;

∂2f

∂y2
= 2 +

∂2ϕ

∂y2
(y, z) · ‖z‖2;

∂2f

∂y∂zi
=

∂2f

∂zi∂y
=

∂2ϕ

∂y∂zi
(y, z) · ‖z‖2 + 2 · ∂ϕ

∂y
(y, z) · zi;

∂f

∂zi
=
∂ϕ

∂zi
(y, z) · ‖z‖2 + 2ϕ(y, z) · zi;

∂2f

∂z2
i

=
∂2ϕ

∂z2
i

(y, z) · ‖z‖2 + 4 · ∂ϕ
∂zi

(y, z) · zi + 2ϕ(y, z);

∂2f

∂zi∂zj
=

∂2ϕ

∂zi∂zj
(y, z)·‖z‖2+2· ∂ϕ

∂zi
(y, z)·zj+2· ∂ϕ

∂zj
(y, z)·zi (i = 1, N, i 6= j).

Очевидно, что f принадлежит вейерштрассовскому классу W 2K2(z).
1. Вариационное уравнение Эйлера-Остроградского (3.10) для функцио-

нала (4.11)

2y +
∂ϕ

∂y
(y, z) · ‖z‖2 −

N∑
i=1

∂

∂xi

[
∂ϕ

∂zi
(y, z) · ‖z‖2 + ϕ(y, z) · 2zi

]
п.в.
= 0. (4.13)
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Таким образом, при граничном условии (4.12) функция y0(·) ≡ 0 удовлетво-
ряет уравнению (4.13), то есть являетсяK–экстремалью функционала (4.11);
при этом Φ(y0) = 0.

2. Проверим теперь достаточное условие строгого K–минимума в ну-
ле в терминах гессиана подынтегральной функции для данного ва-
риационного функционала в пространстве Соболева W 1,2(D) (теоре-
ма 4.2.3). Отметим вначале, что на K–экстремали y0(x) ≡ 0 функция
(∂f/∂z)(x, y0(x),∇y0(x)) ∈ W 1,1(D).

Проверим выполнение условий (1)–(4) теоремы 4.2.3:
1)
(
∂2f/∂y2

) ∣∣∣
(x,0,0)

= 2 > 0;

2)
(
∂2f/∂z2

) ∣∣∣
(x,0,0)

=

 2ϕ(0, 0) 0
. . .

0 2ϕ(0, 0)

� 0

при требовании ϕ(0, 0) > 0;

3)
[(
∂2f/∂y2

)
− (∂/∂z) (∂f/∂y) ·

((
∂2f/∂z2

))−1 · (∂/∂y) (∂f/∂z)
] ∣∣∣

(x,0,0)
=

= 2 > 0;

4)
[(
∂2f/∂y2

)
·
(
∂2f/∂z2

)
− (∂/∂y) (∂f/∂z) · (∂/∂z) (∂f/∂y)

] ∣∣∣
(x,0,0)

=

=

 4ϕ(0, 0) 0
. . .

0 4ϕ(0, 0)

� 0 при требовании ϕ(0, 0) > 0.

Таким образом, все условия достаточного условия в терминах гессиана

подынтегральной функции выполняются всюду на D =
N∏
i=1

[0;T ] при допол-

нительном требовании ϕ(0, 0) > 0. Имеем, что функционал (4.11)–(4.12) име-
ет строгий K–минимум при ϕ(0, 0) > 0 в точке y0(·) ≡ 0.

3. Покажем, что функционал (4.11)–(4.12) не имеет локального экстре-
мума в точке строгого K–минимума y0(x) ≡ 0 в пространстве W 1,2(D), где

D =
N∏
i=1

[0;T ] с учетом введенного требования ϕ(0, 0) > 0.

Потребуем дополнительное условие перемены знака для ϕ:

ϕ(0, z0) ≤ −r0 < 0 (4.14)
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для некоторого z0 = (z0
1, . . . z

0
N) ∈ RN .

Рассмотрим

yε(x1, . . . , xN) =


N∑
i=1

z0
i (xi − ε), D̃ = {x ∈ D | xi ≤ ε, i = 1, N};

0 , в остальных точках D

для достаточно малого ε > 0.
Очевидно, что yε ∈ W 1,2(D). Кроме того,

‖yε‖2
W 1,2 =

ε∫
0

· · ·
ε∫

0

( N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2

+
N∑
i=1

(z0
i )

2

 dx1 . . . dxN → 0

при ε→ 0.
Интегрант f вдоль функции yε принимает вид

f(x, yε,∇yε) =

=

 ϕ

(
N∑
i=1

z0
i (xi − ε); z0

1, ..., z
0
N

)
·
N∑
i=1

(z0
i )

2 +

(
N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2

, D̃;

0 , D \ D̃.
Отсюда следует

Φ(yε) =
N∑
i=1

(z0
i )

2 ·
ε∫

0

· · ·
ε∫

0

(
N∑
i=1

z0
i (xi − ε); z0

1, ..., z
0
N

)
dx1 . . . dxN+

+

ε∫
0

· · ·
ε∫

0

(
N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2

dx1 . . . dxN ≤

≤
N∑
i=1

(z0
i )

2 ·
ε∫

0

· · ·
ε∫

0

(−r0 + o(1))dx1 . . . dxN + o(εN) ≤

≤ −r0 ·
N∑
i=1

(z0
i )

2 · εN + o(εN) < 0 для достаточно малого ε > 0.

Таким образом, вариационный функционал (4.11)–(4.12) не достигает ло-

кального минимума в нуле в пространстве W 1,2(D), где D =
N∏
i=1

[0;T ]. Полу-

ченные выше результаты можно описать в следующей
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Теорема 4.3.4. Рассмотрим вариационный функционал

Φ(y) =

∫
D

[
y2 + ϕ(y,∇y) · ‖∇y‖2

]
dx, y(·) ∈ W 1,2(D), D =

N∏
i=1

[0;T ],

где ϕ(·) ∈ W 2
K(z), при дополнительном граничном условии y

∣∣
∂D
≡ 0.

Тогда, в предположении ϕ(0, 0) > 0 и при условии перемены знака для ϕ:

ϕ(0, z0) ≤ −r0 < 0

для некоторого z0 = (z0
1, . . . z

0
N) ∈ RN , вариационный функционал Φ(y) до-

стигает строгого нелокального K–минимума в нуле.

В качестве конкретного примера можно рассмотреть

Φ(y) =

∫
D

[
y2 + cos(y + divxy) · ‖∇y‖2

]
dx, y(·) ∈ W 1,2(D), D =

N∏
i=1

[0;T ] .

В данном случае функция ϕ(z) = cos(y + z1 + . . .+ zN); очевидно,
что ϕ ∈ W 2

K(z). Кроме того, выполнены условия теоремы 4.3.4, а
именно ϕ(0, 0) = cos(0 + 0 + . . .+ 0) = 1 > 0, ϕ(0, z0) = −1 < 0 для
z0 = ((π/N), . . . , (π/N)).

Таким образом, функционал Φ(y) в нуле достигает строгого нелокального
K–минимума.

Обобщим последний пример и рассмотрим

Пример 4.3.5.

Φ(y) =

∫
D

[
y2 + ϕ(y,∇y) · ‖∇y‖2

]
· ψ(x)dx,

y(·) ∈ W 1,2(D), ϕ(y, z) ∈ W 2
K(z), D =

N∏
i=1

[0;T ], (4.15)

при дополнительном граничном условии

y
∣∣
∂D
≡ 0. (4.16)

Здесь ψ(·) — некоторая положительная непрерывная весовая функция.
В нашем случае интегрант имеет вид

f(x, y, z) = (y2 + ϕ(y, z) · ‖z‖2) · ψ(x).
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Найдем частные производные интегранта

∂f

∂y
=

(
2y +

∂ϕ

∂y
(y, z) · ‖z‖2

)
· ψ(x);

∂2f

∂y2
=

(
2 +

∂2ϕ

∂y2
(y, z) · ‖z‖2

)
· ψ(x);

∂2f

∂y∂zi
=

∂2f

∂zi∂y
=

(
∂2ϕ

∂y∂zi
(y, z) · ‖z‖2 + 2 · ∂ϕ

∂y
(y, z) · zi

)
· ψ(x);

∂f

∂zi
=

(
∂ϕ

∂zi
(y, z) · ‖z‖2 + 2ϕ(y, z) · zi

)
· ψ(x);

∂2f

∂z2
i

=

(
∂2ϕ

∂z2
i

(y, z) · ‖z‖2 + 4 · ∂ϕ
∂zi

(y, z) · zi + 2ϕ(y, z)

)
· ψ(x);

∂2f

∂zi∂zj
=

(
∂2ϕ

∂zi∂zj
(y, z) · ‖z‖2 + 2 · ∂ϕ

∂zi
(y, z) · zj + 2 · ∂ϕ

∂zj
(y, z) · zi

)
· ψ(x)

(i = 1, N, i 6= j).

Очевидно, что f принадлежит вейерштрассовскому классу W 2K2(z).
1. Вариационное уравнение Эйлера-Остроградского (3.10) для функцио-

нала (4.15) (
2y +

∂ϕ

∂y
(y, z) · ‖z‖2

)
· ψ(x)−

−
N∑
i=1

∂

∂xi

[(
∂ϕ

∂zi
(y, z) · ‖z‖2 + ϕ(y, z) · 2zi

)
· ψ(x)

]
п.в.
= 0. (4.17)

Таким образом, при граничном условии (4.16) функция y0(·) ≡ 0 удовлетво-
ряет уравнению (4.17), то есть являетсяK–экстремалью функционала (4.15);
при этом Φ(y0) = 0.

2. Проверим теперь достаточное условие строгого K–минимума в ну-
ле в терминах гессиана подынтегральной функции для данного ва-
риационного функционала в пространстве Соболева W 1,2(D) (теоре-
ма 4.2.3). Отметим вначале, что на K–экстремали y0(x) ≡ 0 функция
(∂f/∂z)(x, y0(x),∇y0(x)) ∈ W 1,1(D).

Проверим выполнение условий (1)–(4) теоремы 4.2.3:
1)
(
∂2f/∂y2

) ∣∣∣
(x,0,0)

= 2 · ψ(x) > 0 при требовании ψ(x) > 0 для x ∈ D;

2)
(
∂2f/∂z2

) ∣∣∣
(x,0,0)

=

 2ϕ(0, 0) · ψ(x) 0
. . .

0 2ϕ(0, 0) · ψ(x)

� 0
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при требованиях ϕ(0, 0) > 0 и ψ(x) > 0 для x ∈ D;

3)
[(
∂2f/∂y2

)
− (∂/∂z) (∂f/∂y) ·

((
∂2f/∂z2

))−1 · (∂/∂y) (∂f/∂z)
] ∣∣∣

(x,0,0)
=

= 2 · ψ(x) > 0 при требовании ψ(x) > 0 для x ∈ D;

4)
[(
∂2f/∂y2

)
·
(
∂2f/∂z2

)
− (∂/∂y) (∂f/∂z) · (∂/∂z) (∂f/∂y)

] ∣∣∣
(x,0,0)

=

=

 4ϕ(0, 0) · ψ2(x) 0
. . .

0 4ϕ(0, 0) · ψ2(x)

� 0

при требованиях ϕ(0, 0) > 0 и ψ(x) > 0 для x ∈ D.
Таким образом, все условия достаточного условия в терминах гессиана

подынтегральной функции выполняются всюду на D =
N∏
i=1

[0;T ] при допол-

нительных требованиях ϕ(0, 0) > 0 и ψ(x) > 0 для x ∈ D. Имеем, что функ-
ционал (4.15)–(4.16) имеет строгий K–минимум при ϕ(0, 0) > 0 и ψ(x) > 0

для x ∈ D в точке y0(·) ≡ 0.
3. Покажем, что функционал (4.15)–(4.16) не имеет локального экстре-

мума в точке строгого K–минимума y0(x) ≡ 0 в пространстве W 1,2(D), где

D =
N∏
i=1

[0;T ] с учетом введенных требований ϕ(0, 0) > 0 и ψ(x) > 0 для

x ∈ D.
Потребуем дополнительное условие перемены знака для ϕ:

ϕ(0, z0) ≤ −r0 < 0 (4.18)

для некоторого z0 = (z0
1, . . . z

0
N) ∈ RN .

Рассмотрим

yε(x1, . . . , xN) =


N∑
i=1

z0
i (xi − ε), D̃ = {x ∈ D | xi ≤ ε, i = 1, N};

0 , в остальных точках D

для достаточно малого ε > 0.
Очевидно, что yε ∈ W 1,2(D). Кроме того,

‖yε‖2
W 1,2 =

ε∫
0

· · ·
ε∫

0

( N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2

+
N∑
i=1

(z0
i )

2

 dx1 . . . dxN → 0
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при ε→ 0.
Интегрант f вдоль функции yε принимает вид

f(x, yε,∇yε) =

=



[
ϕ

(
N∑
i=1

z0
i (xi − ε); z0

1, ..., z
0
N

)
·
N∑
i=1

(z0
i )

2+

+

(
N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2]
· ψ(x), D̃;

0 , D \ D̃.
Отсюда следует

Φ(yε) =
N∑
i=1

(z0
i )

2 ·
ε∫

0

· · ·
ε∫

0

ϕ

(
N∑
i=1

z0
i (xi − ε); z0

1, ..., z
0
N

)
· ψ(x)dx1 . . . dxN+

+

ε∫
0

· · ·
ε∫

0

(
N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2

· ψ(x)dx1 . . . dxN ≤

≤
N∑
i=1

(z0
i )

2 ·
ε∫

0

· · ·
ε∫

0

(−r0 + o(1)) · ψ(x)dx1 . . . dxN + o(εN) ≤

≤ −r0 ·M ·
N∑
i=1

(z0
i )

2 · εN + o(εN) < 0 (M > 0) для достаточно малого ε > 0.

Таким образом, вариационный функционал (4.15)–(4.16) не достигает ло-

кального минимума в нуле в пространстве W 1,2(D), где D =
N∏
i=1

[0;T ]. Полу-

ченные выше результаты можно описать в следующей

Теорема 4.3.6. Рассмотрим вариационный функционал

Φ(y) =

∫
D

[
y2 + ϕ(y,∇y) · ‖∇y‖2

]
· ψ(x)dx, y(·) ∈ W 1,2(D), D =

N∏
i=1

[0;T ],

где ϕ(y, z) ∈ W 2
K(z), ψ(·) — некоторая положительная непрерывная весовая

функция, при дополнительном граничном условии y
∣∣
∂D
≡ 0.

Тогда, в предположении ϕ(0, 0) > 0 и при условии перемены знака для ϕ:

ϕ(0, z0) ≤ −r0 < 0

для некоторого z0 = (z0
1, . . . z

0
N) ∈ RN , вариационный функционал Φ(y) до-

стигает строгого нелокального K–минимума в нуле.
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В качестве весовой функции можно взять ψ(x) = expα1x1+...+αNxN , где
αi ∈ R, i = 1, N , и одновременно не равны нулю. В этом случае, при условии
выполнения остальных требований теоремы 4.3.6, функционал вида

Φ(y) =

∫
D

[
y2 + ϕ(y,∇y) · ‖∇y‖2

]
· expα1x1+...+αNxN dx,

y(·) ∈ W 1,2(D), D =
N∏
i=1

[0;T ] ,

достигает строго нелокального K–минимума в нуле.

Пример 4.3.7. Рассмотрим вариационный функционал

Φ(y) =

∫
D

ϕ
(
y2 + ‖∇y‖2

)
dx,

y(·) ∈ W 1,2(D), ϕ(y2 + ‖z‖2) ∈ W 2
K(z), ϕ(0) = 0, D =

N∏
i=1

[0;T ], (4.19)

при дополнительном граничном условии

y
∣∣
∂D
≡ 0. (4.20)

В нашем случае интегрант имеет вид

f(x, y, z) = ϕ(y2 + ‖z‖2).

Найдем частные производные интегранта

∂f

∂y
= 2y · ∂ϕ

∂t
;

∂2f

∂y2
= 2 · ∂ϕ

∂t
+ 4y2 · ∂

2ϕ

∂t2
;

∂2f

∂y∂zi
=

∂2f

∂zi∂y
= 4zi · y ·

∂2ϕ

∂t2
;

∂2f

∂zi∂zj
= 4zi · zj ·

∂2ϕ

∂t2
;

∂f

∂zi
= 2zi ·

∂ϕ

∂t
;

∂2f

∂z2
i

= 2 · ∂ϕ
∂t

+ 4z2
i ·
∂2ϕ

∂t2
;

(i = 1, N, i 6= j).

Очевидно, что f принадлежит вейерштрассовскому классу W 2K2(z).
1. Вариационное уравнение Эйлера-Остроградского (3.10) для функцио-

нала (4.19)

2y · ∂ϕ
∂t
−

N∑
i=1

∂

∂xi

(
2zi ·

∂ϕ

∂t

)
п.в.
= 0. (4.21)
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Таким образом, при граничном условии (4.20) функция y0(·) ≡ 0 удовлетво-
ряет уравнению (4.21), то есть являетсяK–экстремалью функционала (4.19);
при этом Φ(y0) = 0.

2. Проверим теперь достаточное условие строгого K–минимума в ну-
ле в терминах гессиана подынтегральной функции для данного ва-
риационного функционала в пространстве Соболева W 1,2(D) (теоре-
ма 4.2.3). Отметим вначале, что на K–экстремали y0(x) ≡ 0 функция
(∂f/∂z)(x, y0(x),∇y0(x)) ∈ W 1,1(D).

Проверим выполнение условий (1)–(4) теоремы 4.2.3:
1)
(
∂2f/∂y2

) ∣∣∣
(x,0,0)

= 2(∂ϕ/∂t)(0) > 0 при требовании (∂ϕ/∂t)(0) > 0;

2)
(
∂2f/∂z2

) ∣∣∣
(x,0,0)

=

 2(∂ϕ/∂t)(0) 0
. . .

0 2(∂ϕ/∂t)(0)

� 0

при требовании (∂ϕ/∂t)(0) > 0;

3)
[(
∂2f/∂y2

)
− (∂/∂z) (∂f/∂y) ·

((
∂2f/∂z2

))−1 · (∂/∂y) (∂f/∂z)
] ∣∣∣

(x,0,0)
=

= 2(∂ϕ/∂t)(0) > 0 при требовании (∂ϕ/∂t)(0) > 0;

4)
[(
∂2f/∂y2

)
·
(
∂2f/∂z2

)
− (∂/∂y) (∂f/∂z) · (∂/∂z) (∂f/∂y)

] ∣∣∣
(x,0,0)

=

=

 4((∂ϕ/∂t)(0))2 0
. . .

0 4((∂ϕ/∂t)(0))2

� 0

при требовании (∂ϕ/∂t)(0) > 0.
Таким образом, все условия достаточного условия в терминах гессиана

подынтегральной функции выполняются всюду на D =
N∏
i=1

[0;T ] при допол-

нительных требовании (∂ϕ/∂t)(0) > 0. Имеем, что функционал (4.19)–(4.20)
имеет строгий K–минимум при (∂ϕ/∂t)(0) > 0 в точке y0(·) ≡ 0.

3. Покажем, что функционал (4.19)–(4.20) не имеет локального экстре-
мума в точке строгого K–минимума y0(x) ≡ 0 в пространстве W 1,2(D), где

D =
N∏
i=1

[0;T ] с учетом требований (∂ϕ/∂t)(0) > 0 и ϕ(0) = 0.



104

Потребуем дополнительное условие перемены знака для ϕ:

ϕ(u2
0) ≤ −r0 < 0 (4.22)

для некоторого u0 ∈ R.
Рассмотрим

yε(x1, . . . , xN) =

 u0 · 1√
N

N∑
i=1

(xi −Nε), D̃ = {x ∈ D | xi ≤ ε, i = 1, N};

0 , в остальных точках D

для достаточно малого ε > 0.
Очевидно, что yε ∈ W 1,2(D). Кроме того,

‖yε‖2
W 1,2 =

ε∫
0

· · ·
ε∫

0

(u0 ·
1√
N

N∑
i=1

(xi −Nε)

)2

+ u2
0

 dx1 . . . dxN → 0

при ε→ 0.
Интегрант f вдоль функции yε принимает вид

f(x, yε,∇yε) =

=

 ϕ

((
u0 · 1√

N

N∑
i=1

(xi −Nε)
)2

+ u2
0

)
, D̃;

0 , D \ D̃.
Отсюда следует

Φ(yε) =

ε∫
0

· · ·
ε∫

0

ϕ

(u0 ·
1√
N

N∑
i=1

(xi −Nε)

)2

+ u2
0

 dx1 . . . dxN →

→ ϕ(u2
0) ≤ −r0 < 0 для достаточно малого ε > 0.

Таким образом, вариационный функционал (4.19)–(4.20) не достигает ло-

кального минимума в нуле в пространстве W 1,2(D), где D =
N∏
i=1

[0;T ]. Полу-

ченные выше результаты можно описать в следующей

Теорема 4.3.8. Рассмотрим вариационный функционал

Φ(y) =

∫
D

ϕ
(
y2 + ‖∇y‖2

)
dx, y(·) ∈ W 1,2(D), D =

N∏
i=1

[0;T ],
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где ϕ(y2 + ‖z‖2) ∈ W 2
K(z), ϕ(0) = 0, при дополнительном граничном усло-

вии y
∣∣
∂D
≡ 0.

Тогда, в предположении (∂ϕ/∂t)(0) > 0 и при условии перемены знака
для ϕ:

ϕ(u2
0) ≤ −r0 < 0

для некоторого u0 ∈ R, вариационный функционал Φ(y) достигает строго-
го нелокального K–минимума в нуле.

Отметим, что условия на функцию ϕ

ϕ ∈ C2([0; +∞]), ϕ(t+ h)− ϕ(t) = O(h) для |h| → ∞

являются достаточными для принадлежности ϕ(y2 + ‖z‖2) к классу W 2
K(z).

В качестве конкретного примера такой функции можно рассмотреть

ϕ(t) =


t, 0 ≤ t ≤ 1− δ;

2− t, 1 + δ ≤ t ≤ +∞;

ϕ, сглажена на [1− δ; 1 + δ].

Данная функция удовлетворяет всем требованиям теоремы 4.3.8, а именно
ϕ(0) = 0, (∂ϕ/∂t)(0) = 1 > 0 и для любого u0 >

√
2 ϕ(u0) < 0.

Обобщим данный пример.

Пример 4.3.9. Рассмотрим вариационный функционал

Φ(y) =

∫
D

ϕ
(
y2 + ‖∇y‖2

)
· ψ(x)dx,

y(·) ∈ W 1,2(D), ϕ(y2 + ‖z‖2) ∈ W 2
K(z), ϕ(0) = 0, D =

N∏
i=1

[0;T ], (4.23)

при дополнительном граничном условии

y
∣∣
∂D
≡ 0. (4.24)

Здесь ψ(·) — некоторая положительная непрерывная весовая функция.
В нашем случае интегрант имеет вид

f(x, y, z) = ϕ(y2 + ‖z‖2) · ψ(x).
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Найдем частные производные интегранта

∂f

∂y
= 2y · ψ(x) · ∂ϕ

∂t
;

∂2f

∂y2
= 2ψ(x) · ∂ϕ

∂t
+ 4y2 · ψ(x) · ∂

2ϕ

∂t2
;

∂2f

∂y∂zi
=

∂2f

∂zi∂y
= 4zi · y · ψ(x) · ∂

2ϕ

∂t2
;

∂2f

∂zi∂zj
= 4zi · zj · ψ(x) · ∂

2ϕ

∂t2
;

∂f

∂zi
= 2zi · ψ(x) · ∂ϕ

∂t
;

∂2f

∂z2
i

= 2ψ(x) · ∂ϕ
∂t

+ 4z2
i · ψ(x) · ∂

2ϕ

∂t2
;

(i = 1, N, i 6= j).

Очевидно, что f принадлежит вейерштрассовскому классу W 2K2(z).
1. Вариационное уравнение Эйлера-Остроградского (3.10) для функцио-

нала (4.23)

2y · ψ(x) · ∂ϕ
∂t
−

N∑
i=1

∂

∂xi

(
2zi · ψ(x) · ∂ϕ

∂t

)
п.в.
= 0. (4.25)

Таким образом, при граничном условии (4.24) функция y0(·) ≡ 0 удовлетво-
ряет уравнению (4.25), то есть являетсяK–экстремалью функционала (4.23);
при этом Φ(y0) = 0.

2. Проверим теперь достаточное условие строгого K–минимума в ну-
ле в терминах гессиана подынтегральной функции для данного ва-
риационного функционала в пространстве Соболева W 1,2(D) (теоре-
ма 4.2.3). Отметим вначале, что на K–экстремали y0(x) ≡ 0 функция
(∂f/∂z)(x, y0(x),∇y0(x)) ∈ W 1,1(D).

Проверим выполнение условий (1)–(4) теоремы 4.2.3:
1)
(
∂2f/∂y2

) ∣∣∣
(x,0,0)

= 2ψ(x) · (∂ϕ/∂t)(0) > 0 при требованиях ψ(x) > 0 и

(∂ϕ/∂t)(0) > 0 для x ∈ D;

2)
(
∂2f/∂z2

) ∣∣∣
(x,0,0)

=

 2ψ(x) · (∂ϕ/∂t)(0) 0
. . .

0 2ψ(x) · (∂ϕ/∂t)(0)

� 0

при требованиях ψ(x) > 0 и (∂ϕ/∂t)(0) > 0 для x ∈ D;

3)
[(
∂2f/∂y2

)
− (∂/∂z) (∂f/∂y) ·

((
∂2f/∂z2

))−1 · (∂/∂y) (∂f/∂z)
] ∣∣∣

(x,0,0)
=

= 2ψ(x) · (∂ϕ/∂t)(0) > 0 при требованиях ψ(x) > 0 и (∂ϕ/∂t)(0) > 0 для
x ∈ D;
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4)
[(
∂2f/∂y2

)
·
(
∂2f/∂z2

)
− (∂/∂y) (∂f/∂z) · (∂/∂z) (∂f/∂y)

] ∣∣∣
(x,0,0)

=

=

 4(ψ(x) · (∂ϕ/∂t)(0))2 0
. . .

0 4(ψ(x) · (∂ϕ/∂t)(0))2

� 0

при требованиях ψ(x) > 0 и (∂ϕ/∂t)(0) > 0 для x ∈ D.
Таким образом, все условия достаточного условия в терминах гессиа-

на подынтегральной функции выполняются всюду на D =
N∏
i=1

[0;T ] при до-

полнительных требованиях ψ(x) > 0 и (∂ϕ/∂t)(0) > 0 для x ∈ D. Имеем,
что функционал (4.23)–(4.24) имеет строгий K–минимум при ψ(x) > 0 и
(∂ϕ/∂t)(0) > 0 для x ∈ D в точке y0(·) ≡ 0.

3. Покажем, что функционал (4.23)–(4.24) не имеет локального экстре-
мума в точке строгого K–минимума y0(x) ≡ 0 в пространстве W 1,2(D), где

D =
N∏
i=1

[0;T ] с учетом требований ψ(x) > 0, (∂ϕ/∂t)(0) > 0 и ϕ(0) = 0 для

x ∈ D.
Потребуем дополнительное условие перемены знака для ϕ:

ϕ(u2
0) ≤ −r0 < 0 (4.26)

для некоторого u0 ∈ R.
Рассмотрим

yε(x1, . . . , xN) =

 u0 · 1√
N

N∑
i=1

(xi −Nε), D̃ = {x ∈ D | xi ≤ ε, i = 1, N};

0 , в остальных точках D

для достаточно малого ε > 0.
Очевидно, что yε ∈ W 1,2(D). Кроме того,

‖yε‖2
W 1,2 =

ε∫
0

· · ·
ε∫

0

(u0 ·
1√
N

N∑
i=1

(xi −Nε)

)2

+ u2
0

 dx1 . . . dxN → 0

при ε→ 0.
Интегрант f вдоль функции yε принимает вид

f(x, yε,∇yε) =
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=

 ϕ

((
u0 · 1√

N

N∑
i=1

(xi −Nε)
)2

+ u2
0

)
· ψ(x), D̃;

0 , D \ D̃.
Отсюда следует

Φ(yε) =

ε∫
0

· · ·
ε∫

0

ϕ

(u0 ·
1√
N

N∑
i=1

(xi −Nε)

)2

+ u2
0

 · ψ(x)dx1 . . . dxN →

→ k · ϕ(u2
0) ≤ −k · r0 < 0 (k > 0) для достаточно малого ε > 0.

Таким образом, вариационный функционал (4.23)–(4.24) не достигает ло-

кального минимума в нуле в пространстве W 1,2(D), где D =
N∏
i=1

[0;T ]. Полу-

ченные выше результаты можно описать в следующей

Теорема 4.3.10. Рассмотрим вариационный функционал

Φ(y) =

∫
D

ϕ
(
y2 + ‖∇y‖2

)
· ψ(x)dx, y(·) ∈ W 1,2(D), D =

N∏
i=1

[0;T ],

где ϕ(y2 + ‖z‖2) ∈ W 2
K(z), ϕ(0) = 0, ψ(·) — некоторая непрерывная по-

ложительная весовая функция, при дополнительном граничном условии
y
∣∣
∂D
≡ 0.

Тогда, в предположении (∂ϕ/∂t)(0) > 0 и при условии перемены знака
для ϕ:

ϕ(u2
0) ≤ −r0 < 0

для некоторого u0 ∈ R, вариационный функционал Φ(y) достигает строго-
го нелокального K–минимума в нуле.

Отметим, что в качестве весовой функции можно взять любую непре-
рывную положительную функцию, в частности, ψ(x) = expα1x1+...+αNxN , где
αi ∈ R, i = 1, N , и одновременно не равны нулю.

Пример 4.3.11. Рассмотрим следующий вариационный функционал (т.н.
"квазигармонический осциллятор")

Φ(y) =

∫
D

[
ϕ(∇y) · ‖∇y‖2 + ψ(y)− y2

]
dx,
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y(·) ∈ W 1,2(D), ϕ(·) ∈ W 2
K(z), ψ(·) ∈ C2, ψ(0) = 0, D =

N∏
i=1

[0;T ], (4.27)

при дополнительном граничном условии

y
∣∣
∂D
≡ 0. (4.28)

В нашем случае интегрант имеет вид

f(x, y, z) = ϕ(z) · ‖z‖2 + ψ(y)− y2.

Найдем частные производные интегранта

∂f

∂y
= ψ′(y)− 2y;

∂2f

∂y2
= ψ′′(y)− 2;

∂2f

∂y∂zi
=

∂2f

∂zi∂y
= 0;

∂f

∂zi
=
∂ϕ(z)

∂zi
· ‖z‖2 + 2ϕ(z) · zi;

∂2f

∂z2
i

=
∂2ϕ(z)

∂z2
i

· ‖z‖2 + 4
∂ϕ(z)

∂zi
· zi + 2ϕ(z);

∂2f

∂zi∂zj
=
∂2ϕ(z)

∂zi∂zj
· ‖z‖2 + 2

∂ϕ(z)

∂zi
· zj + 2

∂ϕ(z)

∂zj
· zi (i = 1, N, i 6= j).

Очевидно, что f принадлежит вейерштрассовскому классу W 2K2(z).
1. Вариационное уравнение Эйлера-Остроградского (3.10) для функцио-

нала (4.27)

ψ′(y)− 2y −
N∑
i=1

∂

∂xi

[
∂ϕ(z)

∂zi
· ‖z‖2 + ϕ(z) · 2zi

]
п.в.
= 0. (4.29)

Таким образом, при граничном условии (4.28) и дополнительном условии
ψ′(0) = 0 функция y0(·) ≡ 0 удовлетворяет уравнению (4.29), то есть явля-
ется K–экстремалью функционала (4.27); при этом Φ(y0) = 0.

2. Проверим теперь достаточное условие строгого K–минимума в ну-
ле в терминах гессиана подынтегральной функции для данного ва-
риационного функционала в пространстве Соболева W 1,2(D) (теоре-
ма 4.2.3). Отметим вначале, что на K–экстремали y0(x) ≡ 0 функция
(∂f/∂z)(x, y0(x),∇y0(x)) ∈ W 1,1(D).

Проверим выполнение условий (1)–(4) теоремы 4.2.3:
1)
(
∂2f/∂y2

) ∣∣∣
(x,0,0)

= ψ′′(0)− 2 > 0 при требовании ψ′′(0) > 2;
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2)
(
∂2f/∂z2

) ∣∣∣
(x,0,0)

=

 2ϕ(0) 0
. . .

0 2ϕ(0)

� 0 при требовании ϕ(0) > 0;

3)
[(
∂2f/∂y2

)
− (∂/∂z) (∂f/∂y) ·

((
∂2f/∂z2

))−1 · (∂/∂y) (∂f/∂z)
] ∣∣∣

(x,0,0)
=

= ψ′′(0)− 2 > 0 при требовании ψ′′(0) > 2;

4)
[(
∂2f/∂y2

)
·
(
∂2f/∂z2

)
− (∂/∂y) (∂f/∂z) · (∂/∂z) (∂f/∂y)

] ∣∣∣
(x,0,0)

=

=

 2ϕ(0) · (ψ′′(0)− 2) 0
. . .

0 2ϕ(0) · (ψ′′(0)− 2)

 � 0 при требованиях

ϕ(0) > 0 и ψ′′(0) > 2.
Таким образом, все условия достаточного условия в терминах гессиана

подынтегральной функции выполняются всюду на D =
N∏
i=1

[0;T ] при допол-

нительных требованиях ϕ(0) > 0, ψ′(0) = 0 и ψ′′(0) > 2. Имеем, что функ-
ционал (4.27)–(4.28) имеет строгий K–минимум при ϕ(0) > 0, ψ′(0) = 0 и
ψ′′(0) > 2 в точке y0(·) ≡ 0.

3. Покажем, что функционал (4.27)–(4.28) не имеет локального экстре-
мума в точке строгого K–минимума y0(x) ≡ 0 в пространстве W 1,2(D), где

D =
N∏
i=1

[0;T ] с учетом введенного требования ϕ(0) > 0.

Потребуем дополнительное условие перемены знака для ϕ:

ϕ(z0) ≤ −r0 < 0 (4.30)

для некоторого z0 = (z0
1, . . . z

0
N) ∈ RN .

Рассмотрим

yε(x1, . . . , xN) =


N∑
i=1

z0
i (xi − ε), D̃ = {x ∈ D | xi ≤ ε, i = 1, N};

0 , в остальных точках D

для достаточно малого ε > 0.
Очевидно, что yε ∈ W 1,2(D). Кроме того,

‖yε‖2
W 1,2 =

ε∫
0

· · ·
ε∫

0

( N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2

+
N∑
i=1

(z0
i )

2

 dx1 . . . dxN → 0
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при ε→ 0.
Интегрант f вдоль функции yε принимает вид

f(x, yε,∇yε) =

=

 ϕ(z0
1, ...z

0
N) ·

N∑
i=1

(z0
i )

2 + ψ

(
N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)
−
(

N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2

, D̃;

0 , D \ D̃.
Отсюда следует

Φ(yε) = ϕ(z0
1, ...z

0
N) ·

N∑
i=1

(z0
i )

2 ·
ε∫

0

· · ·
ε∫

0

dx1 . . . dxN+

+

ε∫
0

· · ·
ε∫

0

ψ

(
N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)
dx1 . . . dxN−

−
ε∫

0

· · ·
ε∫

0

(
N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2

dx1 . . . dxN = ϕ(z0
1, ...z

0
N) ·

N∑
i=1

(z0
i )

2 · εN+

+

ε∫
0

· · ·
ε∫

0

ψ

(
N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)
dx1 . . . dxN−

−
ε∫

0

· · ·
ε∫

0

(
N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2

dx1 . . . dxN ≤

≤ −r0 ·
N∑
i=1

(z0
i )

2 · εN + o(εN) < 0 для достаточно малого ε > 0.

Таким образом, вариационный функционал (4.27)–(4.28) не достигает ло-

кального минимума в нуле в пространстве W 1,2(D), где D =
N∏
i=1

[0;T ]. Полу-

ченные выше результаты можно описать в следующей

Теорема 4.3.12. Рассмотрим вариационный функционал ("квазигармони-
ческий осциллятор")

Φ(y) =

∫
D

[
ϕ(∇y) · ‖∇y‖2 + ψ(y)− y2

]
dx, y(·) ∈ W 1,2(D), D =

N∏
i=1

[0;T ],
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где ϕ(·) ∈ W 2
K(z), ψ(·) ∈ C2, ψ(0) = 0, при дополнительном граничном усло-

вии y
∣∣
∂D
≡ 0.

Тогда, в предположения ϕ(0) > 0, ψ′(0) = 0 и ψ′′(0) > 2 и при условии
перемены знака для ϕ:

ϕ(z0) ≤ −r0 < 0

для некоторого z0 = (z0
1, . . . z

0
N) ∈ RN , вариационный функционал Φ(y) до-

стигает строгого нелокального K–минимума в нуле.

Простейшим примером квазигармонического осцилятора может служить
функционал

Φ(y) =

∫
D

[
cos(divxy) · ‖∇y‖2 + 2 sin2 y − y2

]
dx,

y(·) ∈ W 1,2(D), D =
N∏
i=1

[0;T ].

Здесь ϕ(z) = cos(z1 + . . .+ zN), ϕ ∈ W 2
K(z), ψ(y) = 2 sin2 y, ψ(·) ∈ C2,

ψ(0) = 0. Проверим требования теоремы 4.3.12 на функции ϕ, ψ.
Действительно, ϕ(0) = cos(0 + . . .+ 0) = 1 > 0, ψ′(0) = 2 sin 2y|y=0 = 0,
ψ′′(0) = 4 cos 2y|y=0 = 4 > 2, ϕ(z0) = −1 < 0 для z0 = ((π/N), . . . , (π/N)).
Таким образом, вариационный функционал Φ(y) в нуле достигает строгого
нелокального K–минимума.

В рассмотренных выше примерах никаких ограничений на меру области
D не налагается. Сейчас рассмотрим пример вариационного функционала,
для которого наличие K–экстремума возможно только при некотором огра-
ничении на меру D. Для этого сформулируем следующую теорему для про-
верки достаточных условий K–минимума (см. [68]).

Теорема 4.3.13. Пусть вариационный функционал (4.4) удовлетворяет
в нуле уравнению Эйлера-Остроградского (3.10) при граничном условии
y|∂D = 0, f ∈ W 2Kp(z), (∂f/∂z)(x, y,∇y) ∈ W 1,1(D).
Введем следующие обозначения:

r =: min
x∈D

max{γ2 > 0|R(x)(z)2 ≥ γ2 · ‖z‖2 (∀z ∈ Rn
z )}, R(x) =

∂2f(x, 0, 0)

∂z2
;
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s =: min
x∈D

∂2f(x, 0, 0)

∂y2
;

q =: min
x∈D

Q(x), Q(x) =
∂2f(x, 0, 0)

∂y2
−

n∑
i=1

∂

∂xi

(
∂2f(x, 0, 0)

∂y∂zi

)
.

Тогда
1) при r > 0, q > 0, Φ(y) достигает строгого K–минимума в нуле (без
каких–либо ограничений на меру D).
2) при r > 0, q < 0, s > 0 и при ограничении на меру D

mesN(D) < N
N
2 ·

(√
π2r

|q|

)N

, (4.31)

Φ(y) достигает строгого K–минимума в нуле.

Пример 4.3.14. Рассмотрим вариационный функционал ("обобщенный ква-
зигармонический осциллятор")

Φ(y) =

∫
D

[
ϕ(∇y) · ‖∇y‖2 + ψ(x, y,∇y)− y2

]
dx,

y(·) ∈ W 1,2(D), ϕ(·) ∈ W 2
K(z), ψ ∈ W 2K1(z), ψ(x, 0, 0) = 0, D =

N∏
i=1

[0;T ],

(4.32)
при дополнительном граничном условии

y
∣∣
∂D
≡ 0. (4.33)

В нашем случае интегрант имеет вид

f(x, y, z) = ϕ(z) · ‖z‖2 + ψ(x, y, z)− y2.

Найдем частные производные интегранта

∂f

∂y
=
∂ψ

∂y
(x, y, z)− 2y;

∂2f

∂y2
=
∂2ψ

∂y2
(x, y, z)− 2;

∂f

∂zi
=
∂ϕ(z)

∂zi
· ‖z‖2 + 2ϕ(z) · zi +

∂ψ

∂zi
(x, y, z);

∂2f

∂y∂zi
=

∂2ψ

∂y∂zi
(x, y, z);

∂2f

∂zi∂y
=

∂2ψ

∂zi∂y
(x, y, z);
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∂2f

∂z2
i

=
∂2ϕ(z)

∂z2
i

· ‖z‖2 + 4
∂ϕ(z)

∂zi
· zi + 2ϕ(z) +

∂2ψ

∂z2
i

(x, y, z);

∂2f

∂zi∂zj
=
∂2ϕ(z)

∂zi∂zj
· ‖z‖2 + 2

∂ϕ(z)

∂zi
· zj + 2

∂ϕ(z)

∂zj
· zi +

∂2ψ

∂zi∂zj
(x, y, z)

(i = 1, N, i 6= j).

Очевидно, что f принадлежит вейерштрассовскому классу W 2K2(z).
1. Вариационное уравнение Эйлера-Остроградского (3.10) для функцио-

нала (4.32)

∂ψ

∂y
(x, y, z)− 2y −

N∑
i=1

∂

∂xi

[
∂ϕ(z)

∂zi
· ‖z‖2 + ϕ(z) · 2zi +

∂ψ

∂zi
(x, y, z)

]
п.в.
= 0.

(4.34)
Таким образом, при граничном условии (4.33) и дополнительном условии

∂ψ

∂y
(x, 0, 0)−

N∑
i=1

∂

∂xi

[
∂ψ

∂zi
(x, 0, 0)

]
= 0 (4.35)

функция y0(·) ≡ 0 удовлетворяет уравнению (4.34), то есть является K–
экстремалью функционала (4.32); при этом Φ(y0) = 0.

2. Проверим теперь достаточное условие строгого K–минимума в нуле
для данного вариационного функционала в пространстве Соболева W 1,2(D)

c ограничением на меру D (теорема 4.3.13). Отметим вначале, что на K–
экстремали y0(x) ≡ 0 функция (∂f/∂z)(x, y0(x),∇y0(x)) ∈ W 1,1(D).

Рассмотрим неравенства условия (2) теоремы 4.3.13 для данного вариа-
ционного функционала:

a) r = min
x∈D

max{γ2 > 0|R(x)(z)2 ≥ γ2 · ‖z‖2 (∀z ∈ RN
z )} > 0 , где

R(x) =


2ϕ(0) + ∂2ψ(x,0,0)

∂z2
1

· · · ∂2ψ(x,0,0)
∂zn∂z1

· · · . . . · · ·
∂2ψ(x,0,0)
∂z1∂zn

· · · 2ϕ(0) + ∂2ψ(x,0,0)
∂z2
n

 ,

b)

s = min
x∈D

(
∂2ψ(x, 0, 0)

∂y2
− 2

)
> 0 ,

c)

q = min
x∈D

(
∂2ψ(x, 0, 0)

∂y2
− 2− divx

(
∂2ψ(x, 0, 0)

∂y∂z

))
< 0 .
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Таким образом, все неравенства условия (2) теоремы 4.3.13 для функцио-
нала (4.32) обеспечиваются требованиями (a)–(c) и данный функционал до-
стигает строгого K–минимума в точке y0(x) ≡ 0 при ограничении (4.31) на

меру области D =
N∏
i=1

[0;T ]. Имеем, что функционал (4.32)–(4.33) имеет стро-

гий K–минимум при требованиях (a)–(c) в точке y0(·) ≡ 0.
3. Покажем, что функционал (4.32)–(4.33) не имеет локального экстрему-

ма в точке строгого K–минимума y0(x) ≡ 0 в пространстве W 1,2(D) с уче-
том требований (a)–(c) и ϕ(0) > 0 при ограничении (4.31) на меру области

D =
N∏
i=1

[0;T ].

Потребуем дополнительное условие перемены знака для ϕ:

ϕ(z0) ≤ −r0 < 0 (4.36)

для некоторого z0 = (z0
1, . . . z

0
N) ∈ RN .

Рассмотрим

yε(x1, . . . , xN) =


N∑
i=1

z0
i (xi − ε), D̃ = {x ∈ D | xi ≤ ε, i = 1, N};

0 , в остальных точках D

для достаточно малого ε > 0.
Очевидно, что yε ∈ W 1,2(D). Кроме того,

‖yε‖2
W 1,2 =

ε∫
0

· · ·
ε∫

0

( N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2

+
N∑
i=1

(z0
i )

2

 dx1 . . . dxN → 0

при ε→ 0.
Интегрант f вдоль функции yε принимает вид

f(x, yε,∇yε) =

=


ϕ(z0

1, ...z
0
N) ·

N∑
i=1

(z0
i )

2 + ψ

(
x,

N∑
i=1

z0
i (xi − ε), z0

1, . . . , z
0
N

)
−

−
(

N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2

, D̃;

0 , D \ D̃.
Отсюда следует

Φ(yε) = ϕ(z0
1, ...z

0
N) ·

N∑
i=1

(z0
i )

2 ·
ε∫

0

· · ·
ε∫

0

dx1 . . . dxN+
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+

ε∫
0

· · ·
ε∫

0

ψ

(
x,

N∑
i=1

z0
i (xi − ε), z0

1, . . . , z
0
N

)
dx1 . . . dxN−

−
ε∫

0

· · ·
ε∫

0

(
N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2

dx1 . . . dxN = ϕ(z0
1, ...z

0
N) ·

N∑
i=1

(z0
i )

2 · εN+

+

ε∫
0

· · ·
ε∫

0

ψ

(
x,

N∑
i=1

z0
i (xi − ε), z0

1, . . . , z
0
N

)
dx1 . . . dxN−

−
ε∫

0

· · ·
ε∫

0

(
N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2

dx1 . . . dxN ≤

≤ −r0 ·
N∑
i=1

(z0
i )

2 · εN + o(εN) < 0 для достаточно малого ε > 0.

Таким образом, вариационный функционал (4.32)–(4.33) не достигает ло-

кального минимума в нуле в пространстве W 1,2(D), где D =
N∏
i=1

[0;T ]. Полу-

ченные выше результаты можно описать в следующей

Теорема 4.3.15. Рассмотрим вариационный функционал

Φ(y) =

∫
D

[
ϕ(∇y) · ‖∇y‖2 + ψ(x, y,∇y)− y2

]
dx,

y(·) ∈ W 1,2(D), D =
N∏
i=1

[0;T ],

где ϕ(·) ∈ W 2
K(z), ψ ∈ W 2K1(z), ψ(x, 0, 0) = 0, при дополнительном гранич-

ном условии y
∣∣
∂D
≡ 0.

Введем следующие обозначения

r = min
x∈D

max{γ2 > 0|R(x)(z)2 ≥ γ2 · ‖z‖2 (∀z ∈ RN
z )} ,

где

R(x) =


2ϕ(0) + ∂2ψ(x,0,0)

∂z2
1

· · · ∂2ψ(x,0,0)
∂zn∂z1

· · · . . . · · ·
∂2ψ(x,0,0)
∂z1∂zn

· · · 2ϕ(0) + ∂2ψ(x,0,0)
∂z2
n

 ;

s = min
x∈D

(
∂2ψ(x, 0, 0)

∂y2
− 2

)
;
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q = min
x∈D

(
∂2ψ(x, 0, 0)

∂y2
− 2− divx

(
∂2ψ(x, 0, 0)

∂y∂z

))
.

Тогда, в предположении ϕ(0) > 0, r > 0, s > 0 и q < 0, и при условии
перемены знака для ϕ:

ϕ(z0) ≤ −r0 < 0

для некоторого z0 = (z0
1, . . . z

0
N) ∈ RN , вариационный функционал Φ(y) до-

стигает строгого нелокального K–минимума в нуле при дополнительном
ограничении на меру области D

mesN(D) < N
N
2 ·

(√
π2r

|q|

)N

.

В вариационном функционале (4.32) в качестве функции ψ можно взять

ψ(x, y, z) = 2 sin2(y + z1 + . . .+ zN) + 3(x1 + . . .+ xN) · y · (z1 + . . .+ zN).

Тогда можно рассмотреть функционал

Φ(y) =

∫
D

[
cos(divxy) · ‖∇y‖2 + 2 sin2(y + divxy) + 3

N∑
i=1

xi · y · divxy − y2

]
dx,

y(·) ∈ W 1,2(D), D =
N∏
i=1

[0;T ].

Данный функционал будет удовлетворять всем требованиям теоре-
мы 4.3.15. Действительно, ϕ ∈ W 2

K(z), ψ ∈ W 2K1(z), ψ(x, 0, 0) = 0. Для
функции ϕ выполняется условие перемены знака ϕ(0) = 1 > 0, а для
z0 = ((π/N), . . . , (π/N)) ϕ(z0) = −1 < 0. Осталось проверить неравенства
r > 0, s > 0 и q < 0. В нашем случае

R(x) =


6 4 · · · 4

4 6 · · · 4

.. .. .. ..

4 4 · · · 6

 ,

тогда имеем

r = min
x∈D

max{γ2 > 0|R(x)(z)2 ≥ γ2‖z‖2(∀z ∈ RN
2 )} = 2 > 0;
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s = 2 > 0; q = 2− 3N < 0 (∀N).

Таким образом, Φ(y) имеет строгий нелокальный K–минимум в нуле при
дополнительном ограничении на меру области D:

mesN < N
N
2 ·

(√
π2 · 2
|2− 3N |

)N

.

Отметим, что в случае размерности N = 1 получаем ограничение на длину
отрезка [0;T ]

T <
√

2π.

Обобщим пример (4.3.14) — введем весовую функцию.

Пример 4.3.16.

Φ(y) =

∫
D

[
ϕ(∇y) · ‖∇y‖2 + ψ(x, y,∇y)− y2

]
· τ(x)dx,

y(·) ∈ W 1,2(D), ϕ(·) ∈ W 2
K(z), ψ ∈ W 2K1(z), ψ(x, 0, 0) = 0, D =

N∏
i=1

[0;T ],

(4.37)
при дополнительном граничном условии

y
∣∣
∂D
≡ 0. (4.38)

Здесь τ(·) — некоторая положительная непрерывная весовая функция.
В нашем случае интегрант имеет вид

f(x, y, z) =
(
ϕ(z) · ‖z‖2 + ψ(x, y, z)− y2

)
· τ(x).

Найдем частные производные интегранта

∂f

∂y
=

(
∂ψ

∂y
(x, y, z)− 2y

)
· τ(x);

∂2f

∂y2
=

(
∂2ψ

∂y2
(x, y, z)− 2

)
· τ(x);

∂f

∂zi
=

(
∂ϕ(z)

∂zi
· ‖z‖2 + 2ϕ(z) · zi +

∂ψ

∂zi
(x, y, z)

)
· τ(x);

∂2f

∂y∂zi
=

(
∂2ψ

∂y∂zi
(x, y, z)

)
· τ(x);

∂2f

∂zi∂y
=

(
∂2ψ

∂zi∂y
(x, y, z)

)
· τ(x);

∂2f

∂z2
i

=

(
∂2ϕ(z)

∂z2
i

· ‖z‖2 + 4
∂ϕ(z)

∂zi
· zi + 2ϕ(z) +

∂2ψ

∂z2
i

(x, y, z)

)
· τ(x);
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∂2f

∂zi∂zj
=

(
∂2ϕ(z)

∂zi∂zj
· ‖z‖2 + 2

∂ϕ(z)

∂zi
· zj + 2

∂ϕ(z)

∂zj
· zi +

∂2ψ

∂zi∂zj
(x, y, z)

)
· τ(x)

(i = 1, N, i 6= j).

Очевидно, что f принадлежит вейерштрассовскому классу W 2K2(z).
1. Вариационное уравнение Эйлера-Остроградского (3.10) для функцио-

нала (4.37) (
∂ψ

∂y
(x, y, z)− 2y

)
· τ(x)−

−
N∑
i=1

∂

∂xi

[(
∂ϕ(z)

∂zi
· ‖z‖2 + ϕ(z) · 2zi +

∂ψ

∂zi
(x, y, z)

)
· τ(x)

]
п.в.
= 0. (4.39)

Таким образом, при граничном условии (4.38) и дополнительном условии

∂ψ

∂y
(x, 0, 0)−

N∑
i=1

∂

∂xi

[
∂ψ

∂zi
(x, 0, 0)

]
= 0 (4.40)

функция y0(·) ≡ 0 удовлетворяет уравнению (4.39), то есть являетсяK–экст-
ремалью функционала (4.37); при этом Φ(y0) = 0.

2. Проверим теперь достаточное условие строгого K–минимума в нуле
для данного вариационного функционала в пространстве Соболева W 1,2(D)

c ограничением на меру D (теорема 4.3.13). Отметим вначале, что на K–
экстремали y0(x) ≡ 0 функция (∂f/∂z)(x, y0(x),∇y0(x)) ∈ W 1,1(D).

Рассмотрим неравенства условия (2) теоремы 4.3.13 для данного вариа-
ционного функционала:

a) r = min
x∈D

max{γ2 > 0|R(x)(z)2 ≥ γ2 · ‖z‖2 (∀z ∈ RN
z )} > 0 , где

R(x) =


(

2ϕ(0) + ∂2ψ(x,0,0)
∂z2

1

)
· τ(x) · · · ∂2ψ(x,0,0)

∂zn∂z1
· τ(x)

· · · . . . · · ·
∂2ψ(x,0,0)
∂z1∂zn

· τ(x) · · ·
(

2ϕ(0) + ∂2ψ(x,0,0)
∂z2
n

)
· τ(x)

 ,

b)

s = min
x∈D

[(
∂2ψ(x, 0, 0)

∂y2
− 2

)
· τ(x)

]
> 0 ,

c)

q = min
x∈D

[(
∂2ψ(x, 0, 0)

∂y2
− 2− divx

(
∂2ψ(x, 0, 0)

∂y∂z

))
· τ(x)

]
< 0 .
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Таким образом, все неравенства условия (2) теоремы 4.3.13 для функцио-
нала (4.37) обеспечиваются требованиями (a)–(c) и данный функционал до-
стигает строгого K–минимума в точке y0(x) ≡ 0 при ограничении (4.31) на

меру области D =
N∏
i=1

[0;T ]. Имеем, что функционал (4.37)–(4.38) имеет стро-

гий K–минимум при требованиях (a)–(c) в точке y0(·) ≡ 0.
3. Покажем, что функционал (4.37)–(4.38) не имеет локального экстрему-

ма в точке строгого K–минимума y0(x) ≡ 0 в пространстве W 1,2(D) с уче-
том требований (a)–(c) и ϕ(0) > 0 при ограничении (4.31) на меру области

D =
N∏
i=1

[0;T ].

Потребуем дополнительное условие перемены знака для ϕ:

ϕ(z0) ≤ −r0 < 0 (4.41)

для некоторого z0 = (z0
1, . . . z

0
N) ∈ RN .

Рассмотрим

yε(x1, . . . , xN) =


N∑
i=1

z0
i (xi − ε), D̃ = {x ∈ D | xi ≤ ε, i = 1, N};

0 , в остальных точках D

для достаточно малого ε > 0.
Очевидно, что yε ∈ W 1,2(D). Кроме того,

‖yε‖2
W 1,2 =

ε∫
0

· · ·
ε∫

0

( N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2

+
N∑
i=1

(z0
i )

2

 dx1 . . . dxN → 0

при ε→ 0.
Интегрант f вдоль функции yε принимает вид

f(x, yε,∇yε) =

=



(
ϕ(z0

1, ...z
0
N) ·

N∑
i=1

(z0
i )

2 + ψ

(
x,

N∑
i=1

z0
i (xi − ε), z0

1, . . . , z
0
N

)
−

−
(

N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2)
· τ(x), D̃;

0 , D \ D̃.
Отсюда следует

Φ(yε) = ϕ(z0
1, ...z

0
N) ·

N∑
i=1

(z0
i )

2 ·
ε∫

0

· · ·
ε∫

0

τ(x)dx1 . . . dxN+
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+

ε∫
0

· · ·
ε∫

0

ψ

(
x,

N∑
i=1

z0
i (xi − ε), z0

1, . . . , z
0
N

)
· τ(x)dx1 . . . dxN−

−
ε∫

0

· · ·
ε∫

0

(
N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2

·τ(x)dx1 . . . dxN = ϕ(z0
1, ...z

0
N) ·

N∑
i=1

(z0
i )

2 ·M ·εN+

+

ε∫
0

· · ·
ε∫

0

ψ

(
x,

N∑
i=1

z0
i (xi − ε), z0

1, . . . , z
0
N

)
· τ(x)dx1 . . . dxN−

−
ε∫

0

· · ·
ε∫

0

(
N∑
i=1

z0
i (xi − ε)

)2

· τ(x)dx1 . . . dxN ≤

≤ −r0 ·M ·
N∑
i=1

(z0
i )

2 · εN + o(εN) < 0 (M > 0) для достаточно малого ε > 0.

Таким образом, вариационный функционал (4.37)–(4.38) не достигает ло-

кального минимума в нуле в пространстве W 1,2(D), где D =
N∏
i=1

[0;T ]. Полу-

ченные выше результаты можно описать в следующей

Теорема 4.3.17. Рассмотрим вариационный функционал

Φ(y) =

∫
D

[
ϕ(∇y) · ‖∇y‖2 + ψ(x, y,∇y)− y2

]
· τ(x)dx,

y(·) ∈ W 1,2(D), D =
N∏
i=1

[0;T ],

где ϕ(·) ∈ W 2
K(z), ψ ∈ W 2K1(z), ψ(x, 0, 0) = 0, τ(·) — некоторая положи-

тельная непрерывная весовая функция, при дополнительном граничном
условии y

∣∣
∂D
≡ 0.

Введем следующие обозначения

r = min
x∈D

max{γ2 > 0|R(x)(z)2 ≥ γ2 · ‖z‖2 (∀z ∈ RN
z )} ,

где

R(x) =


(

2ϕ(0) + ∂2ψ(x,0,0)
∂z2

1

)
· τ(x) · · · ∂2ψ(x,0,0)

∂zn∂z1
· τ(x)

· · · . . . · · ·
∂2ψ(x,0,0)
∂z1∂zn

· τ(x) · · ·
(

2ϕ(0) + ∂2ψ(x,0,0)
∂z2
n

)
· τ(x)

 ;
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s = min
x∈D

[(
∂2ψ(x, 0, 0)

∂y2
− 2

)
· τ(x)

]
;

q = min
x∈D

[(
∂2ψ(x, 0, 0)

∂y2
− 2− divx

(
∂2ψ(x, 0, 0)

∂y∂z

))
· τ(x)

]
.

Тогда, в предположении ϕ(0) > 0, r > 0, s > 0 и q < 0, и при условии пере-
мены знака для ϕ:

ϕ(z0) ≤ −r0 < 0

для некоторого z0 = (z0
1, . . . z

0
N) ∈ RN , вариационный функционал Φ(y) до-

стигает строгого нелокального K–минимума в нуле при дополнительном
ограничении на меру области D

mesN(D) < N
N
2 ·

(√
π2r

|q|

)N

.

Выводы. Получены достаточные условия компактного экстремума вари-
ационных функционалов в пространствах Соболева W 1,p , p ∈ N, над много-
мерной компактной областьюD с липшицевой границей в терминах гессиана
подинтегральной функции. Разработана схема исследования вариационного
функционала на нелокальный K–экстремум в нуле в пространстве W 1,2(D),

где D =
N∏
i=1

[0;T ]. Приведен ряд классов вариационных функционалов, име-

ющих нелокальных K–экстремум.
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ВЫВОДЫ

Основные результаты, полученные в диссертации и выносимые на защиту,
можно сформулировать следующим образом.

1. Введены классы K–псевдополиномов порядка p, p ∈ N. Доказано,
что K–псевдополиномиальность интегрантов вариационных функционалов
в пространствах Соболева W 1,p , p ∈ N, над многомерной компактной обла-
стьюD с липшицевой границей, кроме корректной определенности функцио-
нала, гарантирует степенную оценку порядка p по соболевской норме ‖y‖W 1,p

на любом компакте из данного пространства Соболева.
2. С помощью дополнительного требования доминантной смешанной неп-

рерывности для коэффициентов K–псевдополиномиального интегранта по-
рядка p, получено условие компактной непрерывности вариационных функ-
ционалов в пространствах Соболева W 1,р(D), p ∈ N,. Показано на примере,
что компактно непрерывный вариационный функционал может быть раз-
рывным в обычном смысле.

3. Введены общие классы Вейерштрасса W nKp(z) для случая многомер-
ной компактной области D с липшицевой границей, произвольных p ∈ N
и n ∈ N. Доказано, что попадание K–псевдополиномиального интегранта
в подходящий класс Вейерштрасса W nKp(z) гарантирует n–кратную K–
дифференцируемость вариационного функционала в соответствующем про-
странстве Соболева W 1,p(D), p ∈ N. Рассмотрен ряд примеров и частных
случаев.

4. Получен аналог классического необходимого условия локального
экстремума — обобщенное уравнение Эйлера–Остроградского для K–
экстремалей в пространствах СоболеваW 1,p(D), p ∈ N, где D — компактная
область в RN с липшицевой границей.

5. Доказано, что решение обобщенного вариационного уравнения Эйлера–
Остроградского в пространствах W 1,p , p ∈ N, обладает дополнительны-
ми аналитическими свойствами. Тем не менее, в отличие от классическо-
го вариационного C1–случая, существенного повышения гладкости для K–
экстремалей не происходит.
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6. Получен аналог классического необходимого условия Лежандра локаль-
ного экстремума вариационного функционала в C1 — обобщенное необхо-
димое условие Лежандра для K–минимума вариационного функционала в
пространствах Соболева W 1,p(D), p ∈ N. Рассмотрен ряд примеров.

7. Получены достаточные условия компактного экстремума вариацион-
ных функционалов в пространствах СоболеваW 1,p , p ∈ N, над многомерной
компактной областью D с липшицевой границей в терминах гессиана подин-
тегральной функции.

8. Разработана схема исследования вариационного функционала на нело-

кальныйK–экстремум в нуле в пространствеW 1,2(D), гдеD =
N∏
i=1

[0;T ]. При-

веден ряд классов вариационных функционалов, имеющих нелокальных K–
экстремум.
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submitted to Elsevier Science 3 May 2005. — 8 p.

[132] Jost J. Calculus of variations/J.Jost, X. Li-Jost; — Cambridge University
Press, 1998.—323 p.

[133] Khruslov E. Ya. Homogenization of the Dirichlet variational problems in
Orlicz–Sobolev spaces / E. Ya. Khruslov, L. S. Pankratov // Oper. Th.:
Adv & Appl. — Providence (R.I.): Amer. Math. Soc. — 2000. — P. 345–
346.

[134] Kogut P.I. Optimal Control Problems for Partial Differential Equations
on Reticulated Domains: Approximation and Asymptotic Analysis / P.I.
Kogut, G.Leugering. — Boston–New York: Birkhäuser, 2011. — 653 p.
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